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Streszczenie: W pracy przedstawiono wyniki badan statecznosci sprezyscie zamoco-
wanych $cianek (ptyt) wspornikowych przy wzdluznej i poprzecznej zmiennosci naprezen.
Przyjeto liniowy rozktad napr¢zen w kierunku szerokosci $cianki (ptyty) oraz liniowy lub
nieliniowy (wg paraboli 2. stopnia) rozktad napre¢zen na jej dtugosci. Wyznaczono wykresy
wspotczynnikow wyboczeniowych (k) dla réznie podpartych i roznie obcigzonych ptyt
wspornikowych, ktorych nie znaleziono w literaturze.

Stowa kluczowe: prety cienkoscienne, przekroj otwarty, $cianki wspornikowe, spre-
zyste zamocowanie, wzdtuzna i poprzeczna zmienno$¢ naprezen

1. Wprowadzenie

Prety cienko$cienne o przekroju otwartym naleza do grupy elementdw, ktorych no-
$nos¢ graniczna jest warunkowana zjawiskami lokalnymi zachodzacymi na dlugosci
segmentu preta. Segment preta cienkosciennego zdefiniowano w [1] jako odcinek preta
pomiedzy usztywnieniami poprzecznymi (zebrami, przeponami itp.) zapewniajacymi
sztywny kontur przekroju. W zlozonych stanach obcigzenia (np. przy dwukierunkowym
zginaniu poprzecznym) w plaskich $ciankach wspornikowych moze wystepowaé wzdluzna
(po dlugosci segmentu) i poprzeczna (po szerokosci $cianki) zmienno$¢ naprezen
normalnych. Scianka wspornikowa jest na ogét sprezyécie zamocowana w tzw. $ciance
przestowej (np. w $rodniku), dla ktdrej obie krawedzie wzdluzne sg podparte. Nalezy tutaj
podkresli¢, ze pod wzgledem statecznosci lokalnej, $cianki wspornikowe charakteryzujg sig
znacznie mniejszg odporno$cig na naprezenia $ciskajace w stosunku do Scianek przgsto-
wych. Takie $cianki mozna w praktyce traktowac jak ptyty wspornikowe (potki) sprezyscie
zamocowane w ptytach przgstowych (§rodnikach).

W przypadku $cianki wspornikowej, naprezenia krytyczne wyboczenia lokalnego
zalezg od jej smuklosci, wzdluznej i poprzecznej zmiennosci naprezen oraz stopnia
sprezystego zamocowania ,,na obrot” krawedzi podparte;.

W normie [2] do analizy wyboczenia lokalnego preta cienkos$ciennego zbudowanego
z ptaskich $cianek przyjeto model separacji $cianek (plyt sktadowych) swobodnie podpartych
na wzdluznych krawedziach laczenia ptyt. W tym modelu obliczeniowym, o no$nosci
krytycznej z warunku lokalnego wyboczenia decyduje najstabsza $cianka. W rzeczywistosci
wyboczenie lokalne elementu cienkosciennego wystepuje jednocze$nie dla wszystkich
scianek, przy czym $cianka najstabsza, np. wspornikowa jest sprgzyscie zamocowana ,,na
obrot” w $ciance sgsiedniej (przg¢stowej) co podnosi jej naprezenia krytyczne.

Lokalne wyboczenie elementu cienko$ciennego o przekroju otwartym mozna w prak-
tyce analizowa¢ w oparciu o separacje¢ $cianck skltadowych z uwzglednieniem sprezystego
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zamocowania ,,na obrot” ptyty stabszej (usztywnianej) w plycie mocniejszej (usztywniaja-
cej). Poprawne wyznaczenie naprezen krytycznych dla tak podpartych i obciazonych
scianek (ptyt) sktadowych preta cienkosciennego stuzy do dokladniejszego szacowania
nosnosci granicznej w oparciu o teori¢ szerokosci efektywne;j.

Statecznosciag ptyt wspornikowych zajmowato si¢ wielu autorow wymienionych
w[3]. W tej znakomitej monografii podano m.in. wykresy i wzory aproksymacyjne
plytowych wspolezynnikéw wyboczeniowych (k) dla osiowo $ciskanych ptyt wsporniko-
wych, sprezyscie zamocowanych na krawedzi podluznej, przy statej intensywnosci
naprezen na dtugosci ptyty. Korzystajac z tych wzoréw nalezy jednak pamietac, ze opisuja
one pierwsza polfale wyboczenia plyty. Dla dhuzszych plyt (np. stanowigcych Scianki
sktadowe pretow cienkosciennych) posta¢é wyboczenia charakteryzuje si¢ wieloma
poifalami tworzacymi si¢ na ich dlugosci. W celu wyznaczenia wspolczynnikéw £k
z uwzglednieniem kolejnych poétfal wyboczenia nalezy wyznaczy¢ kolejne ,,galezie”
wykresu np. wg procedury zamieszczonej w [4]. Jednak najczgéciej stosowanym
w praktyce sposobem jest przyjecie k = k,,;, dla pierwszej potfali wyboczenia, co jednocze-
$nie odpowiada wartos$ci wspolczynnika dla nieskonczenie diugiej ptyty.

W pracach [5, 6] analizowano m.in. wplyw wzdluznej zmiennosci naprezen na sta-
teczno$¢ i no$nos¢ graniczng osiowo S$ciskanych plyt wspornikowych dla granicznych
warunkow brzegowych (przegub, utwierdzenie) na krawedzi podpartej. Zaproponowano
przyblizong formulg obliczania plytowego wspolezynnika wyboczeniowego (k).

W pracy [1] przedstawiono wyniki badan statecznosci mimosrodowo $ciskanych ptyt
wspornikowych przy wzdluznej zmiennosci napr¢zen dla granicznych przypadkow
podparcia krawedzi podtuznej (podparcie przegubowe lub petne utwierdzenie). Wyprowa-
dzono wzory na prace sit zewnetrznych przy obcigzeniu wywotujacym wzdtuzny rozktad
naprezen wg funkcji liniowej oraz wg paraboli 2. stopnia. Wyznaczono wykresy wspot-
czynnikow wyboczeniowych (k) dla réznie obcigzonych plyt wspornikowych. Z kolei
w pracy [7] przedstawiono wyniki badan teoretycznych jednostronnie spr¢zyscie zamoco-
wanych i osiowo Sciskanych ptyt wspornikowych przy wzdtuznej zmiennos$ci napre¢zen.

Do technicznego rozwigzania wielu zagadnien wyboczenia lokalnego oraz nosnosci
granicznej (szacowanej wg metody szerokosci efektywnej) otwartych pretdw cienkoscien-
nych w zlozonych stanach naprezenia brakuje rozwigzan stanu krytycznego sprezyscie
zamocowanych ptyt wspornikowych przy wzdtuznej i poprzecznej zmienno$ci naprezen.

2. Wyboczenie lokalne plyty wspornikowej
Na rys. 1 pokazano przyktadowy schemat statyczny elementu cienko$ciennego przy

dwukierunkowym zginaniu poprzecznym. W takim przypadku napr¢zenia normalne
zmieniaja si¢ na dtugosci segmentu oraz na szerokos$ci potki Sciskane;.
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Rys. 1. Wydzielona plyta wspornikowa przy wzdtuznej i poprzecznej zmiennosci naprezen
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2.1. Warunki brzegowe

Zalozono, ze $Sciskana potka przekroju zachowuje si¢ jak plyta wspornikowa, sprezy-
$cie zamocowana ,,na obrot” w $rodniku (ptycie przgstowej). Druga, rownolegla krawedz
jest swobodna (nie podparta) i nie zawiera odgigcia usztywniajacego. Poprzeczne
krawedzie plyty na koncach segmentu przyjeto jako swobodnie podparte. Stopien
sprezystego zamocowania ,,na obrot” podtuznej krawedzi ptyty (v, = 0) opisano za pomoca
wspotczynnika ¢ wg [3] oraz wskaznika x wg [8] w nastgpujacej postaci:

e=C,-b,/D e)

-1

x =(1+2D/(b,C, )) 2)

gdzie: Cyp — sztywno$¢ obrotowa krawedzi podpartej rowna momentowi zginajgcemu
powstatemu podczas obrotu o kat jednostkowy, b — szeroko$¢ ptyty, D — ptytowa sztywnos$é
zginania.

Wspotczynnik € wg wzoru (1) zmienia si¢ od € = 0 dla podparcia przegubowego do
& = oc dla pelnego utwierdzenia, natomiast wskaznik k¥ wg wzoru (2), od k¥ = 0 (przegub) do
xk = 1 (pelne utwierdzenie). Pomigdzy wskaznikiem x a wspodtczynnikiem ¢ zachodzi
nastepujaca zaleznosé [7]:

k=¢/(2+¢) 3)

Przyblizone wzory do szacowania sztywnosci obrotowej Co; krawedzi podhuznej potki
$ciskanej sprezyscie zamocowanej ,,na obrot” w §rodniku zginanego preta cienko$ciennego
o przekroju otwartym podano m.in. w pracach [9, 10]. Sztywnos¢ obrotowa uzalezniono od
geometrii $cianki podpierajacej ($rodnika) oraz jej stanu obcigzenia. Przy korzystaniu
z tych wzorow nalezy jednak pamigta, Zze podczas analizy lokalnej utraty stateczno$ci
przekroju cienko$ciennego, za dlugo$¢ wyboczeniowa (4,) nalezy podstawiaé przewidywa-
ng dlugos¢ potfali wyboczenia lokalnego potki, a nie dtugos¢ wyboczenia dystorsyjnego.

2.2. Funkcja ugiecia

Do aproksymacji postaci wyboczenia spr¢zyscie zamocowanej plyty wspornikowe;j
przy wzdhuznej i poprzecznej zmienno$ci naprezen przyjeto funkcje postaci (4):

ERARED) f[(wb[b} sz[bj (=)

s P s

gdzie: t,, [, b, — grubo$¢, dlugos¢, szeroko$¢ plyty (Scianki s), f;, — bezwymiarowe,
swobodne parametry funkcji ugigcia.

Funkcja ugigcia (4) spelnia warunki brzegowe na wzdtuznej krawedzi podpartej, na-
tomiast warunki brzegowe na krawedzi swobodnej nie sg speilnione tozsamoS$ciowo.
W pracy [1] wykazano jednak, iz ze wzrostem stopnia p, wielomianu funkcji (4), moment
zginajacy M, oraz zastepcza sita Kirchhoffa Oy, na swobodnej krawedzi plyty daza do zera,
minimalizujgc tym samym catkowita energi¢ potencjalng uktadu.

2.3. Stan naprezenia

W przypadku analizy stateczno$ci plyty (Scianki) wspornikowej stanowiacej cze$é
sktadowa preta cienkos$ciennego o przekroju otwartym, w ktoérej akceptuje si¢ hipoteze
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ptaskich przekrojéw lub hipoteze deplanacji przekroju (w zaleznosci od stanu obcigzenia
preta), rozktad naprezen normalnych (rys.1) mozna przedstawi¢ w postaci:

o, =0, l—aY& 1-m 5)
' b, [

dla liniowego rozktadu naprezen na dtugosci plyty, oraz:

2
o =0, {1—% z—][l—m);—zj (6)

dla nieliniowego rozktadu napre¢zen na dtugosci ptyty, gdzie:
m=1-0,/c, (7

Zmienno$¢ rozktadu naprezen normalnych na dtugosci ptyty wspornikowej wg wzo-
row (5, 6) mozna uzyska¢ przez wprowadzenie naprezen stycznych lub wzdhuznych sit
masowych (rys. 1) o rozkladzie dobranym w zaleznosci od sposobu obciazenia preta
cienko$ciennego. Sposob zastgpienia naprezen stycznych odpowiednim rozktadem sit
masowych w ptytach wspornikowych opisano w pracy [1].

2.4. Naprezenia krytyczne

Napre¢zenia krytyczne (o) wyboczenia lokalnego ptyty wspornikowej przy wzdtuz-
nej i poprzecznej zmiennosci naprezen odniesiono do najbardziej $ciskanej krawedzi ptyty
(por.rys.1) i wyrazono w postaci klasycznego wzoru:

. ®)

gdzie: o — naprezenia Eulera dla plyty wg [3].
Plytowe wspodtczynniki wyboczeniowe (k) do wzoru (8) wyznaczono metoda energe-
tyczng. Catkowita energia potencjalna uktadu wynosi:

l]s = Vs,l + VS,Z _Lx (9)

gdzie: V| — energia spr¢zysta zginania ptyty, V,, — energia spre¢zystego zamocowania
krawedzi podtuznej (v, = 0), L, — praca sit zewngtrznych.

Z uwagi na fakt, ze funkcj¢ ugiecia ptyty zapisano szeregiem sinusowo — wielomia-
nowym postaci (4), energi¢ sprezysta (V) wyznaczono w sposdb zaproponowany w pracy
[11], a funkcje pracy sil zewnetrznych (L;) przy obciazeniu plyty wg rys. 1 wyznaczono
z sekwencji wzordw wyprowadzonych w pracy [1]. Natomiast energi¢ sprezystego
zamocowania (V) krawedzi podtuznej wyznaczono ze wzoru (10) wg [3]:

Plytowe naprezenia krytyczne obliczono z uktadu réwnan:
ou, Jof, =0 (1

sprowadzajac zagadnienie do problemu wyznaczania warto$ci i wektorow wiasnych.
Do obliczenia wspotczynnikdéw (k) naprezen krytycznych jednostronnie sprezyscie
zamocowanej plyty wspornikowej przy wzdluznej i poprzecznej zmiennosci naprezen
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opracowano w §rodowisku pakietu Mathematica® [12] program obliczeniowy
"Ncr ptyta sw-sprez-(2).nb". Program umozliwia tablicowanie wspotczynnikow oraz
graficzng prezentacj¢ wynikow obliczen (wykresy, postacie wyboczenia). Funkcje ugigcia
ptyty aproksymowano szeregiem (4), przy narzuceniu wartosci poczatkowych wskaznika
utwierdzenia wg wzoru (2) od x = 0 dla krawedzi podtuznej swobodnie podpartej do k = 1
dla krawedzi utwierdzonej. Parametr i, okreslajacy ilos¢ ,,potfal” funkcji sinus w kierunku
osi x, szeregu (4) dobierano w zaleznosci od stosunku wymiardw plyty (//b;), rozkltadu
napr¢zen dzialajacych w jej plaszczyznie oraz wskaznikax. Na podstawie analizy
zbiezno$ci wynikow (analogicznej do przedstawionej w pracy [1]), do obliczen wspotczyn-
nikoéw k jednostronnie sprezyscie zamocowanych ptyt przestowych o //b; < 8 oraz wartosci
parametréw: 0 < m < 1 oraz 0 < k < | przyjeto w praktyce i, = 10 co daje wystarczajaca
doktadnos¢ z technicznego punktu widzenia przy jednoczesnej redukceji iloéci obliczen.

Prezentowane w dalszej czgséci pracy wykresy wspotczynnikow k wyznaczono dla
warto$ci parametrow £ = 205 GPa oraz v = 0,3. W tabeli 1 podano przyporzadkowanie
numeru krzywej na poszczegélnych wykresach (rys. 2—7) do wspodtczynnika & oraz
wskaznika xk wg wzorow (1, 2).

Tabela 1.  Przyporzadkowanie numeru krzywej na rys. 2—7 do wspétczynnika & oraz wskaznika x .

Nr krzywej 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
£ 0 0,15 0,3 0,6 1 2 3 5 10 20 10*
K 0 0,07 0,13 0,231 0,33 0,5 0,6 0,714 0,83 0,909 1

3. Wykresy plytowego wspolczynnika wyboczeniowego k

Na rys. 2 do rys. 7 pokazano wykresy wspotczynnika k dla wybranych (poprzecznych
i podtuznych) rozktadow naprezen w funkcji / /b, oraz wskaznika x wg Tabeli 1. Rozktad
naprezen w ptycie wspornikowej pokazano na schematach na kazdym z wykresow.

k
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Rys. 2. Wspodlczynnik k£ dla liniowego w kierunku poprzecznym (a; = 2) i liniowego w kierunku
podtuznym (m = 1) rozktadu napr¢zen w funkcji /i/bs oraz k wg tab. 1.
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Rys. 3. Wspblczynnik k dla liniowego w kierunku poprzecznym (a, = 10% i liniowego w kierunku
podhuznym (m = 0,5) rozktadu naprezen w funkceji //bs oraz k wg tab. 1.
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Rys. 4. Wspotczynnik £ dla liniowego w kierunku poprzecznym (o, = 1) i liniowego w kierunku
podhuznym (m = 0,5) rozktadu naprezen w funkcji //b, oraz k wg tab. 1
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Rys. 5. Wspolczynnik £ dla liniowego w kierunku poprzecznym (e, = -1) i nieliniowego w kierunku
podhuznym (m = 0,5) rozktadu naprezen w funkcji //b, oraz x wg tab. 1
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Rys. 6. Wspoétczynnik k dla liniowego w kierunku poprzecznym (¢, = 3) i nieliniowego w kierunku
podtuznym (m = 1) rozktadu napr¢zen w funkcji /b, oraz x wg tab. 1
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Rys. 7. Wspolczymnik k dla liniowego w kierunku poprzecznym (o, = 10%) i nieliniowego w kierunku
podtuznym (m = 0,5) rozktadu napre¢zen w funkcji //b oraz k wg tab. 1
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Rys. 8. Wspotezynnik k dla liniowego rozktadu naprezen w kierunku podtuznym (m = 1) oraz réznych
rozktadach napre¢zen (w kierunku poprzecznym) w funkcji //b;.
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Na rys. 8 porownano wspotczynnik k dla sprezyscie zamocowanej (& = 2, k = 0,5)
plyty wspornikowej przy liniowym rozkladzie naprezen w kierunku podluznym (m = 1)
oraz roznych (liniowych) rozktadach w kierunku poprzecznym (e, = -1, 0, 2, 3, 10).

Na rys. 9 porownano wspotczynnik & dla sprezyscie zamocowanej (e = 0,6, k= 0,231)
plyty wspornikowej przy liniowym rozktadzie napre¢zen w kierunku poprzecznym (o, = 2)
oraz liniowym rozktadzie naprezen w kierunku podtuznym dla parametru m =0; 0,25; 0,5;
0,75; 1.

k
oy =2 _
221\ A\ S mg
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Rys. 9. Wspolczynnik £ dla liniowego w kierunku poprzecznym (o, = 2) i liniowego w kierunku
podhuznym (m = 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1) rozktadu naprezen w funkcji /i/b;.

4. Podsumowanie

Funkcja ugigcia plyty wspornikowej w postaci szeregu wielomianowo — sinusowego
(4) umozliwia modelowanie warunkoéw brzegowych na wzdtuznej krawedzi podpartej oraz
aproksymacje postaci wyboczenia przy wzdluznej i poprzecznej zmiennos$ci naprezen.

Uwzglednienie sprezystego zamocowania krawedzi ptyty (Scianki) w segmencie preta
cienkos$ciennego oraz wzdluznej i poprzecznej zmiennoSci naprezen prowadzi do
doktadniejszego oszacowania naprezen krytycznych wyboczenia lokalnego. Dotyczy to
zwlaszcza plyt wspornikowych (poétek), dla ktorych zapasy lokalnej nosnosci krytycznej
wynikajace ze sprezystego zamocowania wzdhuiznej krawedzi podpartej sa wicksze niz dla
obustronnie sprezyscie zamocowanych ptyt przgstowych (§rodnikow).

Ze wzrostem wskaznika utwierdzenia krawedzi ptyty k¥ wg wzoru (2) oraz parametru
wzdluznego rozktadu naprezen m wg (7) rosna naprezenia krytyczne sprezyscie zamoco-
wanych ptyt wspornikowych. Mniejsze wspotczynniki & przy tych samych wartosciach
parametrow x, o, m oraz l/b; uzyskano dla nieliniowego rozktadu napr¢zen normalnych na
dlugosci ptyty (por. rys. 31 7).
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Local buckling of cantilever wall of thin-walled member
with longitudinal and transverse stress variation
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Abstract: The paper presents results of the investigation into the stability of elasti-
cally restrained cantilever walls (plates) with longitudinal and transverse stress variation.
A linear distribution of stresses in the direction of the wall (plate) width and the linear or
nonlinear (in accordance with parabola 2°) distribution of stresses along the wall length
were assumed. Plots of plate buckling coefficients (k) for variously supported and variously
loaded cantilever plates, which are not found in the literature, were determined.

Keywords: thin-walled bars, open cross-section, cantilever walls, elastically re-
strained, longitudinal and transverse stress variation.






