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Streszczenie: Przekrycia duzych powierzchni, takich jak obiekty sportowe, hale tar-
gowe, magazyny i inne, moga by¢ wykonane za pomocg form kopulastych. Konstrukcje
tego typu, w szczegdlno$ci pretowe, maja niewatpliwie duzg przewage nad innymi
budowlami dzigki swej lekkosci czy tez tatwosci montazu i demontazu poszczegodlnych
elementow. Podstawg generowania kopul pretowych moga byé wielosciany foremne.
O$mioscian, jako jeden ze wspomnianych wielosciandw, stanowi punkt odniesienia do
rozwazan autora nad ksztaltowaniem przekry¢ kopulastych. Geometria i topologia weztdw
pozwala na uzyskanie réznorodnych interesujagcych form uksztattowanych na konturach
wyjsciowego osmioscianu foremnego. Polaczenie dwoéch struktur jednowarstwowych za
pomoca pretéw stezajacych umozliwia uzyskanie konstrukeji dwuwarstwowej, bardziej
statecznej. Zmieniajac odleglto$¢ pomigdzy dwoma warstwami, czyli zaktadajac rézne
wartosci promieni R1 i R2 opisujacych sfery kazdej warstwy otrzymujemy struktury
roznigce si¢ miedzy sobg geometrig. Dlatego tez wlasciwe staje si¢ poddanie analizie
roznych parametrow geometrycznych badanych struktur. Wyniki otrzymanych obliczen
mogg stanowi¢ dla projektanta podstawe wyboru szukanej formy przekrycia architektonicz-
nego.

Slowa kluczowe: wielosciany foremne, osmioscian foremny, wielosciany pochodne,
jedno i dwuwarstwowe struktury pretowe

1. Wprowadzenie

Przekrycia w formie koput stanowia jedna z najstarszych form architektonicznych.
Jeszcze z przed naszej ery znane sg kopuly budowane z trzciny, wzmocnione gling, chatki
budowane w dolinach rzek, o podstawie kotowej lub owalnej, sklepione kopulastym
dachem [1].

Inicjatorem koput geodezyjnych byt niemiecki inzynier Walter Bauersfeld, ktory za-
projektowat tego typu przekrycie z przeznaczeniem na planetarium w Jenie. W potowie XX
wieku amerykanski inzynier Buckminster Fuller rozwinat jego idee¢ i zaproponowat metody
podziatu sfery na ptaskie pola trojkatne w sposodb dotychczas niespotykany. Metody przez
niego opracowane polegaly na rzutowaniu $rodkowym powierzchni $ciany wielo$cianow
foremnych, tj. 20-stoscianu lub 12-sto$cianu foremnego na powierzchnie sfery. Opracowana
w ten sposOb geometria pozwalala na zaprojektowanie niespotykanie dotad lekkich
i wytrzymatlych koput geodezyjnych [2]. Dodatkowa zaleta konstrukcji opartych
o technologi¢ Fullera jest fakt, ze sg to struktury samonos$ne, nie wymagajace dodatkowych
podpoér wewnetrznych. Jako lekka architektura geodezyjna, maja szerokie i zréznicowane
zastosowanie, obejmujgce miedzy innymi mozliwo$¢ przekrycia bardzo duzych i wymaga-
jacych powierzchni [3].
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Wybitnym kontynuatorem R.B.Fullera byt Z. Makowski [4]. Pod wzgledem nauko-
wym koputami pochodzacymi od 20- i 12-§cianu zajmowali si¢ tez m.in. T.Tarnai [5],
J.Fulinski [3], J.R¢bielak [6]. J.D.Clinton rowniez rozpatruje wielo$ciany i ich podzial w
swojej pracy [7]. Inne, oryginalne podej$cie zaproponowat J.B.Obrebski — dzielac sferg
przecinajacymi si¢ wielkimi kotami [8].

Geometryczne pojecie ksztattowania kopul, wiaze si¢ najczesciej z klasyczna po-
wierzchnig obrotowa dwukrzywiznowa, powstala przez obrét linii krzywej lub prostej
wokot pionowej osi przechodzacej przez punkt centralny najwyzej potozony, co zostato
przedstawione na Rys.1.

Rys. 1. Obrot krzywej wokot osi Z, tworzac teoretyczna powierzchni¢ obrotowa

Taka dwukrzywiznowa powierzchnia obrotowa ma posta¢ okreslong réwnaniem (1):

=) (1
gdzie:

X, ¥, z— wspolrzedne punktow powtoki

f(z) — funkcja krzywizny powloki [9]

Geometria koput pretowych polega na polaczeniu ich pretow w odpowiednich we-
ztach uzyskujac jednowarstwowy ustrdj statyczny. Poprzez polaczenie dwdch jednowar-
stwowych kopul za pomoca pretow stezajacych uzyskujemy konstrukcje dwuwarstwowe,
bardziej stateczne. Cecha charakterystyczng koput pretowych jest mozliwo$¢ zestawienia
ich elementow w grupy o tych samych dtugosciach. Wptywa to niewatpliwie na oszczgdno-
$ci materialowe 1 produkcyjne, jak réwniez szybszy i latwiejszy montaz i demontaz
poszczegolnych elementow.

Wielos$ciany foremne stanowig podstawe do projektowania koput pretowych sferycz-
nych [10]. Omawiany w pracy temat ksztaltowania struktur dwuwarstwowych koput
pretowych zostat opracowany na podstawie o§mio$cianu foremnego. Sktada si¢ on z 8 $cian
w ksztalcie identycznych trojkatow réwnobocznych (Rys.2), co niewatpliwie utatwia
przeprowadzanie obliczen i analiz dzigki mozliwo$ci skoncentrowania si¢ na jednym
wyj$ciowym boku omawianego wielo$cianu. Otrzymane wyniki ostatecznie przektadane sa

na cale analizowane struktury.
/\

osmioscian foremny
= 8 1rdjkatéw rownobocznych

Rys. 2. Siatka o$mio$cianu foremnego
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2. Zasady geometrycznego ksztaltowania kopul pretowych wygene-
rowanych z oSmioscianu foremnego

W celu otrzymania wielo$cianéw pochodnych z o$mioscianu foremnego, jego rowno-
boczne $ciany mozna dzieli¢ na mniejsze czeSci wedhug znanych 3 sposobow podziatu
(przeksztatcen) [3]. Na rysunku 3 pokazano zasady podziatu dotyczace wszystkich trzech
Sposobow.

| ]

| sposob Il sposéb Il sposob
Rys. 3. Sposoby podziatu trojkata rownobocznego

Pierwszy sposob podziatu trdjkata rownobocznego polega na podzieleniu kazdej kra-
wedzi na m czgdei 1 poprowadzeniu trzech rodzin linii rownolegltych do kazdego boku
trojkata. Stosujac ten rodzaj podziatu do wszystkich 8 $cian wyjsciowego oktaedru
otrzymujemy wieloSciany pochodne: 32-$cian, 72-$cian, 128-§cian, 200-$cian, itd. (Rys.4).

N £ B

oczko 32-$cianu oczko 72-$cianu oczko 128-§cianu oczko 200-$cianu

Rys. 4. Kolejne siatki wielosciandw pochodnych utworzonych wedtug I sposobu podziatu jednego oczka
o$mio$cianu foremnego, czyli trojkata rownobocznego

Wieloséciany pochodne utworzone wedtug I sposobu podziatu trojkata rownoboczne-
g0, odwzorowujace siatki jednowarstwowych kopul pretowych zostaly zaprezentowane na
rysunku 5. Linie przerywane to linie pomocnicze, wykorzystane do wskazania wierzchot-
kow (stanowiacych wezly) powstatych poprzez kolejne podziaty trojkata rownobocznego.
Dzigki odpowiednim potaczeniom wierzchotkow otrzymano krawedzie, bedace pretami
omawianych struktur i zaznaczono je liniami ciggtymi.
a) b)

Rys. 5. Siatki koput pretowych bedacych odwzorowaniem: a) 32-§cianu, b) 72-Scianu, c) 128-$cianu

Dwie siatki jednowarstwowych koput leza na dwoch niezaleznych sferach. Odlegtosé¢
pomigdzy nimi, bedaca gruboscig dwukrzywiznowej struktury pretowej okresla stosunek
promieni R1 i R2 wspoétsrodkowych sfer opisujacych wezty kazdej siatki. Wezly te lezg na
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dwoch niezaleznych sferach. Zmiana grubo$ci struktury dwuwarstwowej mozliwa jest
poprzez zmiang relacji promieni sfer opisujacych wezty kazdej z warstw. Na rysunku 6
przedstawiona zostala przyktadowa siatka koputy pretowej utworzonej z 32-§cianu i 128-
$cianu. Linia ciggta gruba (czarna) odwzorowuje prety jednowarstwowej koputy utworzonej
z 32-$cianu, z kolei linia ciggta cienka (czerwona) odnosi si¢ do pretow kopuly wygenero-
wanej ze 128-$cianu. Linie przerywane to analogicznie jak na rysunku 5 — linie pomocnicze.

Rys. 6. Kopula dwuwarstwowa otrzymana dzigki potaczeniu dwoch jednowarstwowych siatek: 32-§cianu i
128-$cianu

3. Dwuwarstwowe kopuly utworzone z 32-§cianu i 128-$cianu

Jedna z rodzin dwuwarstwowych struktur pretowych mozliwych do uzyskania dzigki
zastosowaniu [ sposobu podziatu wyjsciowego trojkata réwnobocznego stanowig kopuly
wygenerowane z siatek 32-$cianu i 128-$cianu. Przeanalizowanych zostalo 8 modeli
ro6znigeych si¢ dtugosciami promieni sfer opisujacych kazda warstwe, czyli charakteryzuja-
cych si¢ zmienng odlegloscia pomigdzy swoimi jednowarstwowymi strukturami. Przyjety
zostal interwal zmiany relacji dlugosci promieni co 0,05. W pierwszej kolejnosci model
koputy utworzonej ze 128-$cianu potraktowany zostat jako staty, o tym samym promieniu
R2=1,00 a zmianie ulegat promien R1 opisujacy kopule utworzong z 32-$cianu, nastgpnie
dokonana zostata zamiana i jako stata zostata uksztaltowana koputa utworzona z 32-$cianu
przyjmujac jednakowy promien R1=1,00, a réznicujac promien R2 kopuly wygenerowane;j
ze 128-§cianu. Szczegdtowe obliczenia geometryczne dotyczace 54 weztdow omawianych
struktur, jak rowniez odpowiednie ich polaczenie ze soba, pozwolity na wygenerowanie
pretow warstwy pierwszej, warstwy drugiej oraz pretow stezajacych i obliczenie dtugosci
kazdego z nich. Dzigki temu otrzymano wyniki dotyczace $redniej dtugosci preta w kazdym
omawianym dwuwarstwowym modelu. Rezultaty przeprowadzonego badania przedstawiono
w tabeli 1 oraz na rysunku 7.

Tabela 1. Srednia dlugo$é preta w poszezegélnej dwuwarstwowej kopule utworzonej z 32-§cianu
i 128-$cianu

32-5cian 128-5cian . . ..
Srednia diugosc preta
promien R1 promien R2 [m]
0,80 1,00 0,491738
0,85 1,00 0,496030
0,90 1,00 0,502047
0,95 1,00 0,509848
1,00 0,95 0,504728
1,00 0,90 0,491807
1,00 0,85 0,480670
1,00 0,80 0,471258
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Rys. 7. Graficzne przedstawienie $redniej dtugosci preta dla dwuwarstwowych koput utworzonych z 32-

$cianu i 128-$cianu o zmiennych dtugosciach promieni R1 i R2

Srednia dhugo$é preta jest tym wigksza, im mniejszy rozstaw pomigdzy promieniami
R1 i R2. W przypadkach, w ktorych bardziej zaawansowana struktura stanowi warstwe
wewngetrzng (128-$cian), Srednie dlugosci pretow sa zdecydowanie mniejsze.

Wyniki dotyczace dlugosci pretdéw pozwolity na okreslenie objetosci materiatu kon-
strukcyjnego (stali), potrzebnego w celu wygenerowania analizowanych poszczegdlnych
dwuwarstwowych struktur. W tabeli 2 zestawiono otrzymane wyniki a ich graficzna
prezentacja umieszczona zostata na rysunku 8. Jezeli warstwe wewnetrzng stanowi koputa
utworzona ze 128-§cianu, wowczas zostanie wykorzystane mniej materiatu konstrukcyjne-
go, anizeli w przypadku odwrotnym, kiedy struktura wygenerowana z 32-$cianu bedzie
stanowita warstwe wewngtrzna.

Tabela 2. Obj¢tos¢ materiatu konstrukcyjnego w poszczeg6lnej dwuwarstwowej kopule utworzonej z 32-

Scianu i 128-$cianu

32-scian 128-Scian L . .
objetos¢ materiatu konsrukcyjnego

promien R1 promien R2 [cm2]
0,80 1,00 434154863
0,85 1,00 439,123113
0,90 1,00 445334519
0,95 1,00 452 832309
1,00 0,95 448 532553
1,00 0,90 436,735286
1,00 0,85 426,224577
1,00 0,80 416,956337
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Rys. 8. Graficzne przedstawienie obj¢tosci materiatu konstrukcyjnego dla dwuwarstwowych koput

utworzonych z 32-$cianu i 128-$cianu o zmiennych dtugosciach promieni R1 i R2
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4. Porownanie parametrow geometrycznych réznych rodzin dwu-
warstwowych struktur pretowych

Innymi rodzinami struktur dwuwarstwowych utworzonych na podstawie wieloscianéw
pochodnych uzyskanych z I sposobu podziatu tréjkata rownobocznego moga by¢ koputy
wygenerowane z 8-$cianu i 32-§cianu, nastepnie omawiana w opracowaniu kopula ktorej
podstawa sa 32-§cian i 128-$cian, kolejne kopuly to dwuwarstwowe przekrycia utworzone
z 72-§cianu i 288-§cianu czy tez z 200-$cianu i 800-§cianu.

Wspominane dwuwarstwowe struktury mozna poréwnaé ze sobg pod wzgledem geo-
metrycznym analizujac takie parametry, jak: ilos¢ weztow, ilos¢ grup oczek o réznych
polach powierzchni, ilo$¢ pretow, ilo§¢ grup pretéw réznych, srednia ilos¢ pretéw w jednej
grupie czy tez ilo$¢ pretow o tej samej dlugosci w jednej grupie pretdéw. Wymienione
parametry policzono i zestawiono w tabeli 3 a ich graficzne przedstawienie zaprezentowano
za pomocg wykresow na rysunku 9.

Tabela 3. Illo§ciowe poréwnanie obliczonych parametréw geometrycznych dla poszczegdlnych dwuwar-
stwowych koput pretowych

. ilosc grup oczek Lo S . Lo . ilosc grup pretow
dwuwarstwowa ilosc . grup ilosc ilosc grup srednia ilosc pretow |, . grup pre o
N o réznych polach . P - ; réznych w catkowitej
koputa weziow - ; pretow pretow réznych|  w jednej grupie P P
powierzchni ilosci pretow [%]
8/32 18 3 52 10 5 19,23
321128 54 11 188 30 5] 15,96
72/288 110 25 408 60 7 14,71
200/800 282 68 1100 144 8 13,09
5 1200 IH 160 T4
3. 1000 s W o d B
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kolejne kopuly dwuwarstwowe T s P *y, 1 . -
—ilo$¢ grup oczek o réznych polach powierzchni
——ilo$¢ weztow  =——iloé¢ pretow ——ilo¢ grup pretow réznych
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32 g T 0 o
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o ilosé grup pretéw roznychw catkowitej ilosci pretow [%6] Dilos¢ grup z 8 pretami identycznymi

Rys. 9. Poréwnanie poszczegdlnych parametrow geometrycznych dwuwarstwowych koput pretowych
utworzonych na podstawie I sposobu podziatu trojkata rownobocznego

Ilo$ci grup pretow roéznych oraz oczek o tych samych polach powierzchni wzrastaja
wraz ze wzrostem zaawansowania kopuly, czyli wraz ze wzrostem zaggszczenia jej §cian
kolejnymi pretami. Zwicksza si¢ rowniez $rednia ilo$¢ pretdéw w jednej grupie. Z kolei
maleje procentowy udziat ilo$ci grup pretow rdéznych w catkowitej ilosci pretow.
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Szczegdtowa analiza kolejnych struktur dwuwarstwowych pokazata, ze najczgsciej
grupy pretow o tych samych dlugosciach sktadaja si¢ z 4 lub 8 pretow. W kopule utworzo-
nej z 72-§cianu i 288-$cianu pojawia si¢ dodatkowo jedna grupa z 12 pretami o tej samej
dtugosci, z kolei w kopule wygenerowanej z 200-$cianu i 800-$cianu: 1 grupa z 20 pretami
o jednakowej dlugosci oraz 2 grupy, w sktad ktérych wchodzi 40 pretéw o jednakowej
dtugosci. Graficznie zaprezentowane zostato to na rysunku 10.

Dwuwarstwowa koputa utworzona Dwuwarstwowa kopula utworzona
z 8-scianu i 32-Scianu z 32-Scianui 128-Scianu
= ilodé grup m ilodé grup
z 4 pretami z 4 pretami
identycznymi identycznymi
ilosé grup 57% iloéé grup
z 8 pretami z 8 pretami
identycznymi identycznymi
Dwuwarstwowa kopula utworzona 1.39% DW“WM'SWY‘J_WH k_opu{a ]11_"\’0120“3
L67%___ z 72-Sciamu i 288-scianu 0.69% 2 200-§cianu 1 SOO'SC'fIi'fésé -
m ilos¢ grup . 7 4 pretami
z 4 pretami identycznymi
identycznymi 11;50 g‘tUP i
1 oxe z 8 pretami
1losé grup 2 identycznymi
z 8 pretami ilosé grup
identyeznymi z 20 pretami
67% ilosé identycznymi
2 76% L] iloéérygrupy
z 12 pretami 40 :
identycznymi S,
1dentycayny identycznymi

Rys. 10. Procentowy udziat ilosci grup z poszczeg6lng liczbg pretow o tej samej dtugosci w catkowitej
ilosci grup pretow roznych w kolejnych dwuwarstwowych koputach pretowych utworzonych wedtug 1
sposobu podziatu trojkata rOwnobocznego

5. Podsumowanie

Przeanalizowanie dhugosci pretow rodziny dwuwarstwowych koput pretowych utwo-
rzonych z 32-$cianu i 128-Scianu, rdézniacych si¢ migdzy soba odleglo$cia pomiedzy
promieniami R1 i R2 opisujacymi sfery kazdej struktury, pozwolilo otrzymaé wyniki
dotyczace S$redniej dlugosci preta w kazdym badanym modelu. Im odleglo$¢ ta jest
mniejsza, tym S$rednia dtugo$¢ preta analizowanych koput jest wigksza. Podobne poréwna-
nie dokonano biorgc pod uwage objetos¢ stali bedacej przyjetym materialem konstrukcyj-
nym. W tym przypadku okazato si¢, ze je§li warstwe zewnetrzng stanowi koputa mniej
zaawansowana (32-$cian), a warstwg wewngtrzng kopula charakteryzujgca si¢ wickszym
zageszczeniem pretow  (128-Scian), wowczas objetosci materiatow  konstrukcyjnych
przyjmuja mniejsze warto§ci niz w sytuacji odwrotnej, czyli zamieniajac relacje promieni
R1 i R2 opisujacych sfery analizowanych jednowarstwowych struktur i ustawiajac jako
kopute zewnetrzng te, ktéra ma wigeej pretow (128-$cian).

Kolejny etap opracowania stanowi przedstawienie wynikdw réznych parametrow
geometrycznych i ich pordéwnanie. Parametry te obliczone zostaly dla wieloscianéw
pochodnych od os$mioscianu foremnego, odzwierciedlajacych nastepujace dwuwarstwowe
koputy pretowe: struktury wygenerowane z 8-$cianu i 32-§cianu, 32-§cianu i 128-$cianu, 72-
$cianu i 288-§cianu oraz 200-§cianu i 800-$cianu. Wraz z zaggszczeniem wyjsciowego boku
os$mioscianu, a zatem wraz ze wzrostem iloSci weztow i pretow, wzrasta ilo$¢ grup pretow
roznych, zwigksza si¢ rowniez $rednia ilo$¢ pretow o tej samej dhugosci w poszczegdlnych
grupach. Dzigki przeprowadzonej szczegodtowej analizie poszczegélnych grup pretow
roznych uzyskano wyniki dotyczace doktadnych ilosci pretow w kazdej grupie. Bardziej
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zaawansowane dwuwarstwowe kopuly posiadaja wigcej grup sktadajacych si¢ z wickszej
ilosci pretow o tej samej dlugosci niz te, ktorych struktury sa mniej skomplikowane. Ma to
niewatpliwie pozytywne odzwierciedlenie w praktyce i moze stanowi¢ jeden z punktéw
odniesienia dla projektanta przy wyborze odpowiedniej dwuwarstwowej struktury pretowe;.
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Geometric shaping of chosen two-layered bar domes
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Abstract: The covering of large areas, such as sport areas, trade halls, warehouses and
others, may be designed by using forms of spherical domes. Such constructions, especially
bars ones, have undoubtedly big superiority in comparison to other structures, thanks to their
light-weight or easy montage and dismantle system of particular elements. Regular polyhedra
may constitute the basis for bar domes generating. Octahedron, one of the mentioned
polyhedra, is for the author the basis for consideration the bar structures creation. The
geometry and topology of nodes allow for the obtainment of different and interesting forms
created on starting regular octahedron. The joint of two one-layered structures, using the
jointing-bars, enables to obtain a two-layered structure, which is much more stable. Using
different distance between two layers that is using different radiuses R1 and R2 describing
spheres of each structure, we can receive models with different geometry. Thanks to that, it is
appropriate to analyze different geometry parameters of researched domes. The results can be
used by designers as the basis for the proper architectural spherical construction choice.

Keywords: regular polyhedra, regular octahedron, octahedron-based polyhedra, one-
and two-layered bar structures



