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Streszczenie: W wiclu przypadkach konstrukcje moga pracowaé w stanie deformacji
pokrytycznych, jak ma to miejsc podczas wstrzasow sejsmicznych o duzej intensywnosci,
czy tez podczas oddziatywan wyjatkowych takich jak eksplozja, katastrofy komunikacyjne.
Konstrukcje poddane takim oddziatywaniom musza wykazywaé sie wystarczajacg
nosnoscia po przejsciu w faze pracy plastycznej. Dlatego konstrukcje te muszg charaktery-
zowaé sie odpowiednig ciggliwoscig globalng i lokalng. Aby dokonac oceny ciaggliwos$ci
projektowanych konstrukcji zelbetowych konieczne jest korzystanie z metod analitycznych,
ktére dajg mozliwos¢ prognozowania zachowania tych elementéw. Z tego wzgledu metody
te powinny by¢ proste na tyle, aby pozwalaly na racjonalng oceng¢ pracy konstrukcji w stanie
deformacji pokrytycznych. W artykule, ktory jest kontynuacja pracy [10], zaprezentowano
metody analizy i oceny pracy przekroju zelbetowego, poddanego $ciskaniu mimosrodowe-
mu, w stanie deformacji pokrytycznych.

Stowa kluczowe: ship zelbetowy, przekrdj, mimosrodowe S$ciskanie, ciggliwo$é,
krzywizna, stan pokrytyczny

1. Wprowadzenie

Analiza pracy elementow zZelbetowych w stanach granicznych nosnoS$ci
i uzytkowalno$ci wg Eurokodu 2 [13] jest stosowana w klasycznych sytuacjach projektowa-
nia konstrukcji. Sg jednak przypadki, kiedy konieczna jest nietypowa analiza konstrukc;ji,
ktéra moze dotyczy¢ konstrukeji o szczegdlnej odpowiedzialnosci, konstrukeji narazonych
na dziatanie obcigzen wyjatkowych, czy tez konstrukcji zlokalizowanych na terenach
aktywnych sejsmicznie. W przypadku oddzialywan sejsmicznych bedg to metody analizy
konstrukcji zgodne z postanowieniami Eurokodu 8 [14] i wowczas niezbedna jest ocena
zachowania projektowanych konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych. Dlatego nalezy
sprawdzi¢ czy konstrukcja charakteryzuje si¢ odpowiednig ciagliwo$cia globalng i lokalna.
Wymaga to zastosowania bardziej ztozonych metod analizy konstrukcji [1,2], innych niz
w przypadkach typowych, poniewaz konstrukcje doznajg duzych deformacji po uplastycz-
nieniu materiatéw, z ktérych sa wykonane.

W tym celu nalezy stosowaé odpowiednie zwigzki konstytutywne dla betonu i stali,
w szczegdlnosci opisujace zaleznosci migdzy naprezeniami a odksztatceniami po uplatycz-
nieniu. Konieczne jest tez uwzglednienie dynamicznego charakteru obcigzen, a takze, co
jest z tym zwigzane ich cyklicznego dziatania, co czyni analiz¢ zachowania konstrukcji
bardziej ztozong. Wowczas metody analityczne stajg si¢ bardzo rozbudowane, a do tego sa
czaso i pracochtonne. Bardzo pomocne w tym przypadku s3 metody numeryczne bazujace
na metodzie elementéw skonczonych, np. aplikacja Xtract [16]. Jednak metody analityczne
oceny pracy konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych mozna bardzo uprosci¢ bez
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szkody dla ich dokladnosci. W niniejszym artykule zaprezentowano metode analizy
przekroju zelbetowego obcigzonego mementem zginajacym i sitg podtuza. Metoda ta moze
mie¢ zastosowanie zaréwno dla obcigzen monotonicznych jak i obcigzen cyklicznych [6],
a uzyskane ta droga wyniki moga postuzy¢ do prognozowania i oceny pracy pretowych
elementow zelbetowych w zakresie deformacji pokrytycznych.

2. Krzywe interakcji

Analiza pracy przekroju zginanego z udziatem podtuznej sily $ciskajacej lub rozciaga-
jacej jest bardziej ztozona niz analiza pracy przekroju poddanego tylko zginaniu. Jezeli
w przekroju dziala moment zginajacy (M) oraz sita podluzna (N), to osiagnigcie stanu
granicznego nosnosci moze by¢ zobrazowane w ukladzie sit przekrojowych N-M, lub
w uktadzie bezwymiarowych sit przekrojowych m-n, jako pewna krzywa zamknieta.
Krzywe takie nazywane sa krzywymi interakcji lub krzywymi nosnosci. Krzywe te moga
by¢ zbudowane dla stanu granicznej nos$noSci sprezystej, dla stanu granicznej nosnosci
plastycznej, a takze dla dowolnie zdefiniowanych stanéw wyt¢zenia przekroju. Na rys.la
przedstawiony jest przyklad krzywej interakcji dla przekroju prostokatnego, symetrycznie
zbrojonego, o tacznym stopniu zbrojenia podtuznego p.
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Rys. 1. Krzywe interakcji: a) sita podtuzna - moment zginajacy, b) sita podiuzna - krzywizna

W celu analizy i oceny deformacji przekroju konieczne jest wprowadzenia parametru
pozwalajacego na takag oceng. Tym parametrem jest krzywizna przekroju ¢, ktéra zmienia
si¢ i ma inng warto$¢ w kazdym punkcie krzywej nos$nosci. Krzywizna okreslana jest na
podstawie stanu wytezenia przekroju zdefiniowanego przez odksztalcenie w skrajnym
Sciskanym wioknie betonu i odksztalcenie w zbrojeniu rozcigganym. Wowczas mozna
zbudowaé krzywa interakcji sily podluznej i krzywizny (n-¢), ktora jest zilustrowana na
rys.1b [12]. Jak mozna zauwazy¢ na tym rysunku najwigcksza krzywizna przekroju ma
miejsce dla czystego zginania (n=0), a nast¢pnie zmniejsza si¢ nieliniowo do zera dla
przypadku $ciskania osiowego (m=0).

3. Metody oceny ciagliwosci

Ciagliwos¢ przekroju mimosrodowo $ciskanego mozna okresli¢ na podstawie zmiany
krzywizny od chwili uplastycznienia przekroju do chwili wyczerpania nosnosci. Na rys.2
zilustrowano dwie metody [12] oceny ciggliwosci przekroju mimosrodowo S$ciskanego.
Rys.2a przedstawia krzywe interakcji moment-sita podtuzna dla statych umownie
przyjetych krzywizn przekroju, migdzy innymi krzywizng¢ w chwili zarysowania przekroju
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¢ Poczatkowy punkt krzywej interakcji dla krzywizny przekroju ¢ (punkt ,,0”) jest
okreslany dla czystego zginania, a nastgpnie $ledzone sa zmiany momentu zginajacego
przenoszonego przez przekroj, gdy pojawia si¢ wzrastajaca sita podtuzna (kolejne punkty
na krzywej interakcji: 1,2,3,...). Krzywe interakcji moga by¢ okreslane dla innych krzywizn
zdefiniowanych na podstawie ustalonego stanu wyt¢zenia przekroju. Moze to byé
krzywizna okreSlona na przyktad w chwili uplastycznienia przekroju ¢, krzywizna
wyboczenia pretow zbrojenia podtuznego, czy tez innego dowolnie zdefiniowanego stanu
wytezenia przekroju. Majac tak zdefiniowane kontury krzywych nosnosci dla przekrojow
o roznych krzywiznach, ciggliwo$¢ mozna ocenia¢ dla réznych wartosci sity podtuznej (na
przyktad dla zadanej sity n;) porownujac krzywizny w chwili uplastycznienia przekroju ¢,
i krzywizne w stanie no$nosci granicznej @,
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Rys. 2. Ocena ciggliwosci: a) krzywe interakcji o takiej samej krzywiznie, b) zalezno$¢ moment zginajacy -
krzywizna dla r6znych warto$ci sity podtuzne;j

Druga metoda analizy ciggliwo$ci przekroju mimosrodowo $ciskanego, zilustrowana
na rys.2b, polega na budowaniu zaleznosci pomi¢dzy momentem zginajacym a krzywizng
przekroju dla ustalonego poziomu sity podtuznej. Na rysunku tym przedstawione sg rowniez
przyktadowe stany odksztatcen przekroju w chwili uplastycznienia przekroju i w chwili
odspojenia otuliny. Przebieg krzywych zachowania przekroju, a takze wspodtrzedne
charakterystycznych punktow zalezno$ci moment-krzywizna uzyskuje si¢ z warunkow
rownowagi sit przekrojowych. Ta druga metoda oceny ciggliwosci przekroju jest bardziej
czytelna w pordwnaniu z metoda pierwsza polegajaca na budowaniu krzywych nosnosci
charakteryzujacych si¢ taka sama krzywizna.

Prezentowane metody analizy przekroju mimosrodowo S$ciskanego dotyczy tylko
przekrojow wystepujacych w shupach krepych i dlatego nie uwzgledniono wplywu
smuktosci i wptywu pelzania.

4. Zalezno$¢ moment zginajacy-krzywizna

Korentz [8,10] w pracach zaprezentowat metody analizy pracy przekroju zginanego
w stanie deformacji pokrytycznych. W metodach tej zostaly zdefiniowane fazy pracy
przekroju zginanego, s3 to: zarysowanie elementu, uplastycznienie zbrojenia rozcigganego,
kruszenie betonu otuliny, odspojenie betonu otuliny, wyboczenie $ciskanych pretow
zbrojenia podluznego i stabilizacja nosnosci. Dla tak zdefiniowanych stanéw wytezenia
przekroju sa obliczane momenty zginajace i krzywizny przekroju, na podstawie ktorych
mozna zbudowaé zalezno$¢ moment - krzywizna dla przekroju prostokatnego dowolnie
zbrojonego.
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Taki sposéb analizy pracy przekroju zginanego mozna réwniez zastosowa¢ w analizie
przekroju w przypadku jednoczesnego dzialania momentu zginajacego i sity podtuznej.
Analiza polega na budowaniu zaleznosci moment-krzywizna dla ustalonych poziomow sity
podtuznej. Stan odksztalcen i stan naprezen w przekroju, a takze sily przekrojowe
w przekroju zginanym poddanym dziataniu podtuznej sity $ciskajacej N, jest przedstawiony
narys.3.
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Rys. 3. Przekroj zginany z udziatem poczatkowe;j sity podtuznej: stan odksztatcen, stan naprezen, sity
przekrojowe

Charakterystyczne punkty zaleznosci moment-krzywizna sg obliczane dla nast¢puja-
cych standw wytezenia przekroju: zarysowania przekroju (punkty na rys.4 i rys.5 oznaczone
CR), uplastycznienia przekroju (SY), kruszenia betonu otuliny (CU), odspojenia otuliny
(CS), wyboczenia pretow zbrojenia Sciskanego (SF) i stabilizacji nosnosci (SFU).

Bezwymiarowa warto$¢ poczatkowej sity podtuznej n, dziatajacej w przekroju, odnie-
siona do no$nosci przekroju betonowego, jest rowna:

n, = J,.Ngh 3)

Krzywizny przekroju w charakterystycznych punktach krzywej moment-krzywizna
przed odspojeniem otuliny i po odspojeniu otuliny obliczane sa odpowiednio z zaleznoSci:
€ £
=l p=tr (4.5)
¢ s —h,
w ktorych wzgledna wysokos$¢ strefy $ciskanej & jest obliczana z warunku rownowagi sit
przekrojowych (2X=0) z uwzglednieniem dziatania poczatkowej sity podtuznej N,:
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Po obliczeniu wzglednej wysokosci strefy $ciskanej przekroju & bezwymiarowy mo-
ment zginajagcy m przenoszony przez przekrdj moze by¢ obliczany, na podstawie warunku
rownowagi sit przekrojowych (XM=0), z zaleznosci:
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na(1-28,)6, | 058, = 2B
u 20288 058, — 4.8
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gdzie: £=x/d jest wzgledng wysokoscig strefy Sciskanej,

Jeor f5y to Wytrzymatos$¢ betonu na $ciskanie i granica plastycznosci zbrojenia,

@ ;=p fs/feo to mechaniczny stopien zbrojenia rozcigganego,

p=p2/p; illoraz stopnia zbrojenia w strefie §ciskane;j i strefie rozcigganej,

A, Me 1 Aees Mee S8 parametrami zastgpczej bryly naprezen $ciskajacych odpowiednio

betonu otuliny i betonu uzwojonego,

k jest usrednionym parametrem modelu betonu Kenta-Parka,

By=c/b, Br=a,/d, By, =h/d to parametry otuliny przekroju,

,=641/fsy 1 0=0p/fs, to wskazniki poziomu naprezen odpowiednio w zbrojeniu roz-

cigganym i zbrojeniu $ciskanym.

Modele betonu otuliny i betonu rdzenia przekroju sa roézne, a w celu uproszczenia
analizy przyjmuje si¢ w betonie strefy Sciskanej zastgpcze prostopadioscienne bryty
naprezen [4,12,15], opisane parametrami A i 1. Natomiast w modelu pretow $ciskanych
uwzglednione jest ich niesprezyste wyboczenie.

5. Przyklady analizy pracy przekroju

Na podstawie prezentowanych wzoréw mozna analizowac prace przekrojow mimo-
srodowo $ciskanych dla roznych parametrow przekroju i roznych poziomow sity osiowe;.
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Rys. 4. Wplyw poziomu sity osiowej na pracg przekroju podczas zginania

Na rys.4 przedstawiono wyniki analizy wplywy wielkos$ci poczatkowej podtuznej sity
$ciskajacej n, na prace przekroju zelbetowego poddanego zginaniu. Parametry przekroju sa
réwniez zamieszczone na tym rysunku. Obliczenia przeprowadzono dla modelu betonu
otuliny Kent Park [5], dla betonu wewnatrz szkieletu zbrojenia przyjeto model Kent Park
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wedhug propozycji Korentz [7], ktéry jest usrednionym modelem Kent-Park dla betonu
nieuzwojonego [5] i betonu uzwojonego [11]. Wytrzymatos$¢ betonu i granica plastycznosci
wynosity odpowiednio f.;=25MPa, f,=400MPa. Dla zbrojenia Sciskanego przyjeto model
Korentz [9], a dla zbrojenia rozcigganego model sprezysto plastyczny ze wzmocnieniem
€s,=0.01, f;,=600MPa.

Jak mozna zauwazy¢ na wykresach z rys.4 poziom sily podtuznej n, ma bardzo duzy
wplyw na pracg przekroju zelbetowego. Dzialanie sity podluznej zwigksza wartos¢
maksymalnego momentu zginajacego przenoszonego przez przekrdj. Nosnos¢ na zginanie
ro$nie wraz ze wzrostem sity podtuznej, ktorej warto$¢ nie przekracza okoto 50% nosnosci
betonu przekroju (n,=0.5); dla wigkszych wartosci sity podtuznej nosnos$¢ przekroju na
zginanie raptownie maleje. Ponad to dzialanie sity podtuznej istotnie obniza krzywizne
przekroju w charakterystycznych punktach krzywej zachowania przekroju; ze wzrostem sity
podtuznej maleje krzywizna w chwili kruszenia betonu otuliny, odspojenia otuliny
iwchwili wyboczenia pretow zbrojenia podluznego. Nawet nie duza wartos¢ sity
podtuznej, n,=0.05, powoduje blisko dwukrotny spadek krzywizny w chwili wyboczenia
pretow zbrojenia podtuznego. Dla wigkszych wartosci poczatkowej sity podtuznej n,>0.2
raptowny spadek nos$nosci ma miejsce juz od chwili odspojenia otuliny, a nawet kruszenia
betonu otuliny. Swiadczy to o bardzo destrukcyjnym wplywie $ciskajacej sity podtuznej na
prace przekroju zginanego.

Dziatanie sity podtuznej przyczynia si¢ do istotnego obnizenia mozliwo$ci plastycz-
nych obrotow przekroju. Wzrostowi dzialajacej sily podluznej towarzyszy istotny spadek
ciggliwo$¢ przekroju. Na rys.4 zamieszczony jest rdwniez wykres zmian wspolczynnika
ciggliwo$ci krzywizny p, w funkcji wzglednej wartosci podluznej sity $ciskajacej n,.
Wspotezynnik ciggliwosci krzywizny zostal w tym przypadku zdefiniowany jako iloraz
krzywizny koficowej ¢, odpowiadajacej spadkowi nosnosci przekroju o 15% i krzywizny w
chwili uplastycznienia przekroju @,. Jak mozna zauwazy¢ zmiany wspotczynnika ciggliwo-
$ci sg bardzo duze, a sity podtuzne n,>0.3 powoduja, ze mamy do czynienia z tak zwanym
kruchym zachowaniem przekroju.

Na rys.5 zilustrowano wptyw rozstawu strzemion, odniesionego do $rednicy zbrojenia
podtuznego s/¢, na pracg przekroju zginanego poddanego dziataniu sity podtuznej n,,
stanowiacej 20% no$nosci przekroju betonowego.
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Rys. 5. Wplyw rozstawu strzemion na zachowanie przekroju zginanego z udziatem sity podtuznej
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Parametry analizowanego przekroju sa takie same jak w przyktadzie przedstawionym
na rys.4. Zgodnie z oczekiwaniami zwickszanie rozstawu strzemion obniza plastyczne
deformacje przekroju; im wigkszy rozstaw strzemiona tym mniejsza krzywizna w chwili
wyczerpania no$nosci przekroju, ktéora ma miejsce od chwili wyboczenia pretéw zbrojenia
podtuznego. Na rys.5 zamieszczony jest rowniez wykres zmian wspotczynnika ciggliwosci
krzywizny u, w zaleznoéci od wzglednego rozstawu strzemion s/¢. Wspotczynnik
ciggliwos$ci krzywizny ro$nie z zmniejszeniem rozstawu strzemion. Jezeli rozstaw strzemion
jest wigkszy od dziesigciu S$rednic zbrojenia podluznego (s>10¢) to wspdtczynnik
ciagliwo$ci krzywizny utrzymuje si¢ na mniej wigcej stalym poziomie. Takie zachowanie
przekroju, charakteryzujace si¢ naglym spadkiem no$nosci (punkty SF na wykresie z rys.5)
jest spowodowane tym, ze w obliczeniach uwzgledniona jest mozliwos$¢ niesprezystego
wyboczenia pretdw zbrojenia podtuznego.

6. Uwagi koncowe

W szczegolnych przypadkach konstrukcje w czasie ich uzytkowania mogg pracowac
w stanie deformacji pokrytycznych. Niekiedy konieczne jest rowniez sprawdzenie jak
zachowaja si¢ projektowane konstrukcje i1 elementy konstrukcyjne w ekstremalnych
warunkach, po ich uplastycznieniu.

Wymaga to zdefiniowania i wprowadzenia nowych faz pracy elementéw odpowied-
nich do opisu stanow w nich wystepujacych po przekroczeniu stanu granicznego nosnosci,
a takze zastosowania metod analizy, ktoére pozwola na okreslenie wielkosci niezbednych do
oceny zachowania konstrukcji i elementéw konstrukcyjnych w stanie deformacji pokrytycz-
nych.

Zaproponowana metoda analizy przekroju mimosrodowo $ciskanego obejmuje caty
zakres deformacji tego przekroju, od zarysowania do odspojenia otuliny i wyboczenia
pretow zbrojenia podituznego. Metoda ta pozwala na oceng wplywu podstawowych
parametréw zbrojenia podtuznego i poprzecznego na zachowanie przekroju. W przypadku
zbrojenia podtuznego beda to stopien zbrojenia rozcigganego, stopien zbrojenia $ciskanego
i $rednica pretow, a w przypadku zbrojenia poprzecznego sg to rozstaw strzemion, ich
srednica oraz konfiguracja strzemion.

Literatura

1 Aliawdin P., Kasabutski S., Limit and shakedown analysis of RC rood cross section, Journal of
Civil Engineering Management, 2009, Vol.15, No.1, 59-66.

2 CEB Bulletin d’Information No 242, 1988, Ductility of reinforced concrete structures.

3 Darwin D., Nmai Ch.K., Energy dissipation in RC beams under cyclic load, Journal of Structural
Engineering, ASCE, 1985, Vol.112, No.8, s.1829-1846.

4 Karthik M.M., Mander J.B., Stress-block parameters for unconfined and confined concrete based
on a unified stress-strain model, 2011, Journal of Structural Engineering, Vol.137, No5, 270-273.

5 Kent D.Ch., Park R., Flexural members with confined concrete, Journal of Structural Division,
Proceedings ASCE, Vol.97, No.ST7, 1971, 1969-1990.

6 Korentz J., O nowej metodzie modelowania pracy przegubu plastycznego w belkach i stupach
zelbetowych, 52 Konferencja Naukowa KILiW PAN i KN PZITB, Gdansk-Krynica, 2005, t.3
Konstrukcje betonowe, 89-96.

7 Korentz J., Model betonu uzwojonego w elementach mimosrodowo $ciskanych i zginanych,
Problemy naukowo-badawcze budownictwa, t.6 Badawczo-projektowe zagadnienia w budownic-
twie, Biatystok-Krynica, 2008, 221-228.



126 Jacek Korentz

8 Korentz J., Model zalezno$ci moment-krzywizna dla belek Zelbetowych - ocena ciagliwosci,
55KN KILiW PAN i KN PZiTB, Problemy naukowo-badawcze budownictwa, Kielce-Krynica,
2009, 231-238.

9 Korentz J., Niespregzyste wyboczenie pretow, model zjawiska, Zeszyty Naukowe Politechniki
Rzeszowskiej, Budownictwo i Inzynieria Srodowiska, 2012, nr 283, z.59, 101-108.

10 Korentz J., Metoda analizy pracy zginanego przekroju zelbetowego w stanie deformacji
pokrytycznych, Budownictwo i Architektura, 2013, Vol.12, No.1, 123-130

11 Park R., Priestley M.J.N., Gill D., Ductility of square-confined concrete columns, Journal of the
Structural Division, ASCE, 1982, Vol.108, No.ST4, 5.929-950.

12 Pfrang E.O., Siess C.P., Sozen M.A., Load-moment-curvature characteristics of reinforced
concrete cross section, ACI Journal, Proceedings, 1964, Vo.64, No,7, 763-778.

13 PN-EN 1992-1-1:2008, Eurokod 2: Projektowanie konstrukeji z betonu, Cz.1. Regutly ogélne
i reguty dla budynkow.

14 PN-EN 1998-1:2005 (U) Eurokod 8: Projektowanie konstrukcji poddanych oddzialywaniom
sejsmicznym - Cze$¢ 1: Reguly ogodlne, oddziatywania sejsmiczne i reguty dla budynkow.

15 Praca zbiorowa, Podstawy projektowania konstrukeji zelbetowych i sprezonych wedtug Eurokodu
2, 2006, Dolnoslaskie Wydawnictwo Edukacyjne.

16 XTRACT v3.0.8, Cross-sectional X Structural Analysis of Components, Imbsen Software
System, 2007, http://www.imbsen.com

Methods of analysis of a reinforced concrete section
under bending with axial force in the post-yield range

Jacek Korentz
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Abstract. Predicting the behaviour of plastic hinges subjected to large inelastic de-
formations caused by extreme loads such as earthquakes plays an important role
in assessing maximum stable deformation capacities of framed concrete structures. This
paper presents the analytical procedure for analysing the behaviour of a reinforced concrete
section under bending with axial force in the post-yield range. The following stages
of section behaviour are defined: the uncracked, first cracked, yielding, cover crushing,
cover spalling, buckling of bars and limit stages. The relationship between the moment and
curvature in these stages, including the effects of concrete confinement, the spalling of the
concrete cover, and the inelastic buckling of the reinforcing bars, is considered. The
presented method makes it possible to estimate the ductility of reinforced concrete members
with various longitudinal and transverse reinforcement.

Keywords: RC section, column, bending with axial force, ductility, curvature, post-
yield range



