Budownictwo i Architektura 13(3) (2014) 291-298
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Streszczenie: Zagadnienie utraty stateczno$ci $ciskanej $cianki elementu cienko-
Sciennego o przekroju otwartym klasy 4. sprowadzono do analizy wyboczenia jednostronnie
sprezyscie zamocowanej przeciw obrotowi ptyty wspornikowej z podatnym ,na ugiecie”
usztywnieniem krawedzi swobodnej. Zaproponowano funkcje ugiecia ptyty i usztywnienia
umozliwiajace modelowanie warunkéw brzegowych na obu krawedziach podluznych.
Wyznaczono wykresy wspolczynnikow wyboczeniowych dla réznych wskaznikow
sprezystego utwierdzenia i r6znych proporcji geometrycznych usztywnienia.

Stowa kluczowe: prety cienko$cienne, Scianki wspornikowe, wyboczenie dystorsyjne,
sprezyste utwierdzenie krawedzi

1. Wprowadzenie

Scianki wspornikowe stanowia czesci sktadowe pretowych elementéw cienkoscien-
nych lub konstrukcji blachownicowych. Z punktu widzenia utraty statecznosci, krawedz
swobodng takiej $cianki czg¢sto wzmacnia si¢ usztywnieniem krawedziowym powodujgc
wzrost naprezen krytycznych wyboczenia. Zmienia si¢ takze jako$ciowo postaé utraty
stateczno$ci z wyboczenia lokalnego krawedzi swobodnej na wyboczenie dystorsyjne
$cianki wraz z usztywnieniem [1]. Scianke taka mozna w praktyce analizowaé¢ jako
jednostronnie sprezy$cie zamocowang ,,na obrét” ptyte wspornikowa z podatnym ,na
ugiecie” usztywnieniem drugiej krawedzi.

Zagadnienie wyboczenia dystorsyjnego sprezyscie zamocowanej plyty (Scianki)
wspornikowej na dlugosci segmentu preta cienkosciennego wystepuje m.in. w $ciskanych
lub réwnomiernie zginanych elementach o przekrojach otwartych, w ktérych wspornikowa
$cianka potki $ciskanej jest wzmocniona usztywnieniem krawedzi (rys.1). Segment preta
cienkosciennego zdefiniowano tutaj jako odcinek pomiedzy usztywnieniami poprzecznymi
(zebrami, przeponami) lub podporami zapewniajacymi sztywny kontur przekroju. Role
usztywnienia krawgdziowego moze petni¢ pojedyncze Iub podwdjne zagigcie krawedzi
ksztaltownika gietego lub przyspawany element usztywniajacy (w postaci plaskownika
o takiej samej lub wigkszej grubos$ci $cianki) przekroju blachownicowego.

W pracach [2, 3] rozwigzanie zagadnienia wyboczenia dystorsyjnego ksztattownika
gietego uzyskano dla modelu gietno — skretnej utraty stateczno$ci ,,zastgpczego preta
cienko$ciennego” o przekroju ztozonym z ptyty (potki $ciskanej) i usztywnienia krawe-
dziowego (odgigcia) w osrodku obrotowo — sprezystym.

W pracy [1] podano rozwigzania stateczno$ci ptyt wspornikowych z usztywnieniem
krawedzi swobodnej dla modelu obliczeniowego: ptyta wspornikowa wspotpracujaca
z ,belka” usztywnienia i granicznych przypadkéw podparcia (przegub, utwierdzenie)
drugiej krawedzi. Rozwiazanie §ciste, wynikajace z calkowania rownan statecznosci uktadu:
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ptyta — ,belka” z uwzglednieniem warunkdéw brzegowych i warunkow wspolpracy
otrzymano dla symetrycznego (wzgledem linii srodkowej plyty) usztywnienia krawedzio-
wego. W pracy tej pokazano rowniez wykresy plytowych wspotczynnikéw wyboczenio-
wych (k) oraz wzory przyblizone (uzyskane metoda energetyczna).
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Rys. 1. Wydzielona z segmentu preta cienkosciennego, jednostronnie sprezyscie zamocowana przeciw
obrotowi, plyta wspornikowa z podtuznym usztywnieniem drugiej krawedzi

Natomiast jednostronnie podatnie usztywniona ,,na ugigcie” plyta wspornikowa jest
z reguly czgscig konstrukeji cienko$ciennej lub blachownicowe] sprgzy$cie zamocowang
przeciw obrotowi na krawedzi polaczenia z ptytg sasiednia (np. Srodnikiem).

Europejska norma projektowania elementow cienko$ciennych [4] zaleca uwzglednie-
nie warunkow sprgzystego zamocowania S$cianki wspornikowej (np. potki przekroju)
w $ciance przestowej (np. w srodniku), por. tab. 5.2. [4]. Sztywno$¢ sprezystego zamoco-
wania ,,na obrot” zalezy od sztywnosci zginania Scianki sasiadujacej (np. $rodnika) oraz jej
stanu napr¢zenia i mozna ja przeliczy¢ na sprezyste podparcie zlokalizowane w $srodku
cigzkosci usztywnienia krawegdziowego. W praktyce projektowej [4, 5], po wystapieniu
w przekroju naprezen krytycznych wyboczenia dystorsyjnego (o > o,,”), $cianke wsporni-
kowa z usztywnieniem krawedzi traktuje si¢ jako ,zastepczy pret $ciskany” na podiozu
sprezystym o module K. Sztywnos¢ ,,podloza” zalezy takze od sztywnosci zginania $cianki
rozpatrywanej. Jezeli $cianka jest rowniez wrazliwa na lokalng utratg statecznosci, to
przekrdj ,,zastepczego preta” sktada sie¢ z odpowiednich szerokosci efektywnych zaro6wno
Scianki jak rowniez usztywnienia krawedziowego.

Analizujac rozwigzania zamieszczone w pracy [1] mozna stwierdzi¢, ze zamocowanie
,»ha obrot” krawedzi podpartej wplywa istotnie na napr¢zenia krytyczne zaréwno wybocze-
nia lokalnego plyty wspornikowej, jak rowniez na naprezenia krytyczne wyboczenia
dystorsyjnego uktadu: ptyta — usztywnienie krawedzi. Analiz¢ wyboczenia lokalnego
jednostronnie sprezyscie zamocowanych ,,na obrét” i przegubowo podpartych na usztyw-
nieniu krawedziowym plyt przestowych w zakresie o = o,,” < a,,” pokazano w pracy [6].

W niniejszej pracy rozszerzono wyniki zamieszczone w [1] dla modelu obliczeniowe-
go: plyta wspornikowa — ,belka” usztywnienia o dlugosci segmentu, na przypadek
jednostronnie sprezyscie zamocowanej ptyty wspornikowej z symetrycznym usztywnieniem
drugiej krawedzi. Rozwigzanie uzyskano metodg energetyczng. Przyjete w niniejszej pracy
funkcje ugiec ptyty i usztywnienia przetestowano na rozwigzaniu $cistym uzyskanym w [1]
dla skrajnych warunkéw brzegowych na krawedzi podpartej (przegub, utwierdzenie).

2. Warunki brzegowe plyty i usztywnienia

Zatozono, ze: 1) S$cianka $ciskana otwartego elementu cienko$ciennego
z usztywnieniem krawedziowym zachowuje si¢ jak jednostronnie sprezys$cie zamocowana
,»ha obrot” ptyta wspornikowa z drugim brzegiem podpartym ,,na ugiecie” belka sprezysta
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usztywnienia, 2) poprzeczne krawedzie plyty (prostopadle do kierunku obcigzenia) oraz
konce belki usztywnienia na poprzecznych krawedziach segmentu sg swobodnie podparte
(por.rys.1), 3) wystepuje zgodnos¢ ugie¢ krawedzi ptyty (v, = by) z ugigciami ,,belkowymi”
usztywnienia, 4) naprezenia wyboczenia lokalnego usztywnienia sg wicksze od naprezen
wyboczenia dystorsyjnego.

Stopien sprezystego zamocowania ,,na obrot” podtuznej krawedzi ptyty (v, = 0) opi-
sano za pomoca wspotczynnika ¢ wg [1] oraz wskaznika x wg [7] w nastepujacej postaci:

e=Cy-b,/D, ey

x =1/(1+2D, /b,C,) 2

gdzie: Cy - sztywno$¢ obrotowa krawedzi podpartej rdéwna momentowi zginajacemu
powstatemu podczas obrotu o kat jednostkowy, b, - szeroko$¢ ptyty ($cianki s), D; - ptytowa
sztywnos¢ zginania.

Wspotezynnik € wg wzoru (1) zmienia si¢ od € = 0 dla podparcia przegubowego do
& = o dla pelnego utwierdzenia, natomiast wskaznik ¥ wg wzoru (2), od x = 0 (przegub) do
x = 1 (pelne utwierdzenie). Pomigdzy wspotczynnikiem e, a wskaznikiem k zachodza
nastepujace zaleznosci:

k=¢/(2+¢) 3)
e =2/(1-x) 4)

Przyblizone wzory do szacowania sztywnos$ci obrotowej Cy krawedzi podtuznej potki
$ciskanej sprezyscie zamocowanej ,,na obrot” w srodniku preta cienko$ciennego o przekroju
otwartym podano m.in. w pracach [2, 7, 8, 9]. W wigkszosci przypadkdéw sztywnosé
obrotowa uzalezniono od geometrii $cianki podpierajacej ($rodnika) oraz jej stanu
obcigzenia (np. $ciskanie lub tarczowe zginanie).

W technicznie waznym przypadku potki $ciskanej, zawierajacej np. pojedyncze od-
giecie krawedzi swobodnej (tzn. usztywnienie o tej samej grubosci co Scianka, ¢, = t),
wplyw sprezystego zamocowania ,,na obrét” na ,,swobodnej” krawedzi plyty jest nieznacz-
ny [1] i z technicznego punktu widzenia moze zosta¢ pominigty. Wynika to z malej
sztywnosci na skrecanie pojedynczego usztywnienia krawedziowego, redukowanej
dodatkowo wptywem naprezen Sciskajacych.

W niniejszej pracy przyjeto (podobnie jak w [1]), ze usztywnienie krawedzi ma prze-
kroj prostokatny i jest symetryczne wzgledem plaszczyzny srodkowej plyty, a jego grubosé
1, jest rowna grubosci ptyty ¢ (por. rys.1.)

3. Funkcja ugiecia plyty wspornikowej i usztywnienia krawedzi

W pracy [10] do aproksymacji postaci wyboczenia jednostronnie sprgzyscie zamoco-
wanej ,,na obrot” plyty wspornikowej zaproponowano i przetestowano funkcje postaci
skonczonego szeregu sinusowo — wielomianowego. Dla wskaznika utwierdzenia krawedzi
podtuznej k wg wzoru (2), funkcje ugiecia mozna zapisa¢ w postaci:

o 2) P P )
W‘Y(xs’ys):tsz Jir- (I_K)%—H((;;—sj +Zfip [;SJ 'Sin(ml-xsj (5)
i=1 s

s p=3 s s

gdzie: t,, I, b, - grubos¢, dtugos¢, szerokos¢ ptyty (Scianki s), f;, - bezwymiarowe, swobodne
parametry funkcji ugigcia.
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W niniejszej pracy funkcje ugiecia usztywnienia krawedziowego przyjeto z warunku
réwnosci przemieszczen krawedzi swobodnej plyty i ,,belki” usztywnienia w postaci:

o

Do .
AR A WA B 0
p=3

i=1 s

Tak przyjete funkcje ugie¢ umozliwiaja w ogdlnym przypadku aproksymacje: 1) po-
staci wyboczenia dystorsyjnego uktadu ptyta — usztywnienie, 2) postaci wyboczenia
lokalnego plyty ,przestowej” podpartej na ,niepodatnym” usztywnieniu krawedziowym,
oraz 3) postaci interakcyjnej wyboczenia lokalnego i dystorsyjnego na granicy przedzialow.

4. Energia sprezysta i praca sil zewnetrznych

W pracy [11] pokazano sposéb wyznaczania calkowitej energii potencjalnej (U; = Vs
— L) Sciskanej plyty wspornikowej bez usztywnienia krawedzi w takim przypadku, gdy
funkcje ugie¢ zapisuje si¢ szeregiem wielomianowo — sinusowym np. postaci (5). W tym
przypadku energi¢ sprezysta (V; ;) mozna wyznaczy¢ w sposOb zaproponowany w pracy
[12], a funkcje pracy sit zewnetrznych (L;) mozna wyznaczy¢ z sekwencji wzorow
wyprowadzonych w [11].

Energi¢ sprezystego zamocowania przeciw obrotowi (V,) podpartej krawedzi ptyty
(ys = 0) wyznaczono wg [1] ze wzoru:

I 2
Vo =2 | [Zyﬂj s )
0 5 /ys=0
Z kolei energie zginania w usztywnieniu ,,belkowym” wyznaczono wg [1] ze wzoru:
L/ o2\
y, = El [d WLJ dx, (8)
2 dx? ;

gdzie: I, = t,b,°/12 — moment bezwtadnosci przekroju usztywnienia.
Prace krawedziowych sit zewnetrznych w usztywnieniu wyznaczono ze wzoru:
2

I

A S

L, _%L dﬂ dx, 9)
AN

gdzie: A; = t;b; — pole przekroju usztywnienia.

5. Naprezenia krytyczne

Naprezenia krytyczne (o.,) wyboczenia (lokalnego lub dystorsyjnego) osiowo $ciska-
nej i jednostronnie sprezyScie zamocowanej przeciw obrotowi plyty wspornikowej
zsymetrycznym usztywnieniem krawedzi wyrazono w postaci wzoru:

o, =kog (10)

gdzie: or - naprezenia Eulera dla ptyty wg wzoru:

7r2E t :
— | Zs 11
7E 12<1—v2)[bsj o
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Plytowe wspodtczynniki wyboczeniowe (k) wyznaczono metodg energetyczng. Catko-
witg energie potencjalng uktadu: plyta — usztywnienie wyznaczono ze wzoru:

Us :Vs,l + VS,Z + VL _Ls _LL (12)

gdzie: V; - energia sprezysta zginania ptyty wg [12], V, - energia sprezystego zamocowa-
nia podhuznej krawedzi plyty (y, = 0) ze wzoru (7), V;, — energia sprezysta zginania ,,belki”
usztywnienia ze wzoru (8), L, - praca sit zewnetrznych w ptycie wg [11], L, — praca sit
zewngtrznych w usztywnieniu ze wzoru (9).

Plytowe naprezenia krytyczne obliczono z uktadu rownan:

o, Jof;, =0 (13)

sprowadzajac zagadnienie do problemu wyznaczania warto$ci i wektorow wiasnych.

Do obliczenia wspolczynnikow k opracowano w srodowisku pakietu Mathematica®
program obliczeniowy ,,Ncr-plyta-wspornik-usztywnienie-sym.nb”. Program umozliwia
tablicowanie wspotczynnikow oraz graficzng prezentacje wynikow obliczen (wykresy,
postacie wyboczenia). Funkcje ugiecia plyty aproksymowano szeregiem (5) dla p, =4 i przy
narzuceniu wartosci poczatkowych wskaznika utwierdzenia wg wzoru (2) od ¥ = 0 dla
krawedzi swobodnie podpartej do x = 1 dla krawedzi utwierdzonej. Funkcje ugiecia
usztywnienia przyjeto wg wzoru (6). Parametr i) okreslajacy ilos¢ ,,potfal” funkcji sinus w
kierunku osi x, szeregow (5, 6) dobierano w zaleznosci od stosunku wymiarow plyty (y, =
1/b,) 1 miarodajnej postaci wyboczenia wg zasad podanych w [11].

Prezentowane w dalszej czgsci pracy wykresy wspotczynnikow k wyznaczono dla
warto$ci parametréw E = 205 GPa oraz v = 0,3. W tabeli 1 podano przyporzadkowanie
numeru krzywej na wykresach (rys.2 i rys.3) do wspotczynnika & oraz wskaznika «.

Tabela 1. Przyporzadkowanie numeru krzywej na rys.2 i 3 do wspoétczynnika ¢ oraz wskaznika x

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8
€ 0 0,2 0,6 1,5 3 8 30 10°
K 0 0,091 0,231 0,429 0,6 0,8 0,938 1

Na rys.2 i rys.3 przedstawiono wykresy wspolczynnikéw & jednostronnie sprezyscie
zamocowanych (tab.1) ptyt wspornikowych z usztywnieniem krawedzi dla warto$ci
parametréw b;/b;=0.2 i smuktosciach ptyt odpowiednio: by/t, = 30 (rys.2) i by/t, = 50 (rys.3).
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Rys. 2. Wykresy wspotczynnikow k dla sprezyscie zamocowanej (tab.1) plyty wspornikowej z usztywnie-
niem dla: by/t; = 30 oraz b;/by=0.2
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Rys. 3. Wykresy Wspéiczzynnik()w k dla sprgzyscie zamocowanej (tab.1) plyty wspornikowej z usztywnie-
niem dla: by/t, = 50 oraz b;/b; = 0.2

Na powyzszych wykresach (rys.2 i 3), strzalkami oznaczono przedziaty (y,) wystepo-
wania miarodajnych naprezen krytycznych: 1) wyboczenia lokalnego (a,,") plyty ,,przesto-
wej”, oraz 2) wyboczenia dystorsyjnego (o.,”) ukladu: ptyta wspornikowa - usztywnienie.
Z porownania wykreséw wynika, ze ze wzrostem wskaznika utwierdzenia krawedzi ptyty «
wg wzoru (2) rosng wspolczynniki (k) naprezen krytycznych zaré6wno wyboczenia
lokalnego jak i dystorsyjnego, przy czym wzrost tych drugich (o,,”) jest znacznie wigkszy.

Na rys.4 poréwnano wykresy wspotczynnikéw k plyty wspornikowej z usztywnieniem
dla by/t; =40 oraz ¢ = 1.5 (x = 0.429) i r6znych stosunkow b;/b; = 0.1 = 0.35. Z poréwnania
wspotczynnikow w tym przypadku wynika, ze ze wzrostem relacji b;/b; rosna naprezenia
krytyczne wyboczenia dystorsyjnego (o,,”), natomiast naprezenia krytyczne wyboczenia
lokalnego (o,,") pozostaja w zasadzie bez zmian. Uwaga: 1) w obliczeniach pominigto
sztywno$é skretng usztywnienia, ktora miataby nieznaczny wptyw na o.,” plyty ,,przestowej”
[13], 2) przy maltych warto$ciach relacji b;/bg, na granicy przedzialow ot - 6, w wielu
przypadkach ujawnita si¢ interakcyjna posta¢ wyboczenia).
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Rys. 4. Wykresy wspotczynnikow & ptyty wspornikowej z usztywnieniem dla: by/#; = 40, oraze = 1.5
(k = 0.429) i roznych stosunkow b /b



Konstrukcje Metalowe — Wyboczenie sprezy$cie zamocowanej $cianki ... 297

Na rys.5 poréwnano wykresy wspolczynnikow k ptyty wspornikowej z usztywnieniem
dla b;/b=0.25 oraz ¢ = 5 (k = 0.714) i r6znych smuktosci ptyty by/t,=20 + 50.
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Rys. 5. Wykresy wspotczynnikow & ptyty wspornikowej z usztywnieniem dla: b;/b; = 0.25, ¢ =5

(k = 0.714) oraz r6znych smuktosci b/t

Z pordéwnania wspotczynnikéw k w tym przypadku wynika, ze ze wzrostem smuktosci
plyty rosnie korzystny wptyw ,podparcia na belce” usztywnienia i rosng wspolczynniki
naprezen krytycznych wyboczenia dystorsyjnego. Natomiast napr¢zenia krytyczne
wyboczenia lokalnego ,,zachowuja si¢” analogicznie do sytuacji przedstawionej na rys. 4.

Wszystkie prezentowane wykresy (rys. 2 do 5) maja charakter krzywych girlandowych
wskazujac jednocze$nie ilo$¢ ,,potfal” miarodajnej postaci wyboczenia (lokalnego Iub
dystorsyjnego) powstajacych na dlugoséci segmentu preta cienkosciennego. Oznaczono to
symbolicznie na rys.5, gdzie dla by/t, = 50 cyframi arabskimi (1, 2, 3, 4) oznaczono kolejne
,potfale” wyboczenia lokalnego, a cyframi rzymskimi (/, /) kolejne ,,potfale” wyboczenia
dystorsyjnego.

6. Podsumowanie

Zastosowana w pracy funkcja ugiecia ptyty wspornikowej (5) umozliwia modelowanie
warunkow brzegowych na wzdtuznej krawedzi podpartej (v, = 0) od swobodnego podparcia
(x = 0), przez sprezyste zamocowanie w segmencie preta cienkosciennego (0 < x < 1), do
petnego utwierdzenia krawedzi (x = 1). Na drugiej krawedzi (y; = b,) funkcja ta pozwala na
,,zbudowanie” takiej postaci ugigcia ,belki” (6), ktéora umozliwia opis dystorsyjnych
przemieszczen uktadu plyta - usztywnienie.

Uwzglednienie sprezystego zamocowania krawedzi plyty ($cianki) w segmencie preta
cienko$ciennego prowadzi do dokladniejszego oszacowania naprezen Kkrytycznych
wyboczenia dystorsyjnego. Dotyczy to zwlaszcza ptyt wspornikowych z podhuznym
usztywnieniem krawedzi, dla ktorych zapasy dystorsyjnej no$nosci krytycznej, wynikajace
ze sprezystego zamocowania ,,na obrot” krawedzi podpartej, sa wieksze niz dla obustronnie
sprezyscie zamocowanych ptyt przestowych z usztywnieniem posrednim [4, 5].

Ze wzrostem wskaznika utwierdzenia krawedzi plyty x oraz wzrostem stosunkow:
b;/bs oraz by/t; rosna napr¢zenia krytyczne wyboczenia dystorsyjnego plyt wspornikowych
z usztywnieniem. W tym drugim przypadku zmieniajg si¢ rowniez przedzialy wystepowania
miarodajnych postaci wyboczenia lokalnego i dystorsyjnego.
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Buckling of elastically restrained cantilever wall
with free edge stiffening

Andrzej Szychowski

! Department of Structure Mechanics, Metal Structures and Computer Methods, Faculty of Civil
Engineering and Architecture, Kielce University of Technology, e-mail: aszychow@tu.kielce.pl

Abstract: The issue of the stability loss in a compressed wall of a thin-walled member
with an open cross section was reduced to the buckling analysis of the cantilever wall. The
wall was unilaterally elastically restrained against rotation. The stiffening of the free edge of
the wall was susceptible to deflection. The plate deflection functions and stiffenings that
allow the modelling of boundary conditions on both longitudinal edges were proposed.
Graphs of buckling coefficients for different indexes of the elastic restraint of the supported
edge and different geometries of the edge stiffening were determined.

Keywords: Thin-walled bars, cantilever walls, distortional buckling, elastic restraint.



