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Streszczenie: esne 
o

niezwykle rz o-
wanie decyzji przy planowaniu tras przejazdowych betonowozów oraz harmonogramowaniu

zeniu. W artykule scharakteryzowano problem zintegrowanego harmono-
gramowania produkcji mieszanki betonowej i marszrutyzacji betonowozów oraz opracowa-

betonowej. Implementacja komputero
a

w
przewagi konkurencyjnej na trudnym rynku produkcji mieszanek betonowych. 

dystrybucja mieszanki betonowej, marszrutyzacja, modelowanie 
matematyczne, programowanie liniowe

1. Wprowadzenie

konstrukcji budowlanych. Jest stosowany we wszystkich elementach konstrukcyjnych 
obiektu budowla -70% 
wznoszonych obiektów budowlanych to konstrukcje betonowe [1]
Stowarzyszenia Producent
w 3 [2]

e-
wyspecjalizowanych 

a-
na z betonowni na budowy specjalnie przysto
dalekiego – mieszalnikami na podwoziac o-

domieszek wynosi od kilkudzie o paru godzin. Dodatkowo jest wymagana 
ania elementów konstrukcji, aby w

betono
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iej 

[3]
podobne koszty funkcjonowa –

[4]. Wysokie 

owanym systemem produkcji mieszanki 
betonowej i planowania terminów oraz tras betonowozów (marszrutyzacji) [4].

2. Charakterystyka procesu transportu mieszanki betonowej
gotowania mieszanki do chwili jej wbudowania, 

[5]. Ograniczenie to 
ogramu 

produkcji mieszanki betonowej, tak aby w ików, 

owych. Krótki czas 
enie potencjalnych 

maksymalnie 

wytwórniami o [6].

any 
betonowóz m

i
owych, jest konieczne staranne planowanie pracy wytwórni mieszanki 

betonowej i marszrut betonowozów. 
dostosowa

e-
[6] owane co najmniej 

u
o

ogram produkcji i transportu. 

dnia. W pracy [6] o
do 17:00. W pracach [7], [8]
9:00 oraz od 13:00 do 15:00. W godzinach szczytu szczególnie istotne jest dobre 
rozplanowanie produkcji mieszanki betonowej w celu zaspokojenia potrzeb odbiorców 
i k
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3. Modele optymalizacji procesu transportu mieszanki betonowej
Rozpatrywane zagadnienie optymalizacji procesu transportu mieszanki betonowej 

-5], [6-8], [10-14]. System zintegrowanego 
harmonogramowania produkcji mieszanki betonowej i marszrutyzacji betonowozów musi 

d
i nalizy modeli matematycz-

betonowej.
eszanki 

mieszanki betonowej.
Matsatsinis a-

o-
wany jako wielomagazynowy problem dostaw z oknami czasowymi (ang. multi-depot multi-
vehicle routing problem with time windows). Funkcja celu minimalizuje koszty funkcjono-
wania systemu, przy jednocze

Feng i in. [6] przedstawili model oparty na algorytmie genetycznym oraz metodzie 

w
o-

harmonogramowanie przejazdów betonowozów.
modelu dostaw mie-

przez Naso i in. [8]. Model minimalizuje koszt 

i samochodów, nadgodziny dla

rskich wytwórni mieszanek betonowych.
Asbach i in. [13] zaproponowali model dostaw mieszanki betonowej oparty na mie-

o-

oblicze
pr

ystyczny 
i

Park i in. [12] ylko proces produkcji 
i aopatrzenie wytwórni w cement 
i
dyna rowy 
wspoma
do optymalizacji pracy w jednej z singapurskich betonowni.

Yan i in. [3] przedstawili o-
gramowanie produkcji mieszanki betonowej z planowaniem tras przewozowych betoniarek 
samochodowych. Model bazuje na diagramie przestrzenno-czasowym, w którym wprowa-

samochodów, które w danym dniu nie 
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betonowóz w o-

i
[14] oraz nieprzewidzianych 

wypadków na drodze [10]. 
Yan i in. e czasy transportu mieszanki betonowej. Model mar-

szrutyzacji zo o zero-
z ograniczeniami pomocniczymi (ang. mixed integer network 

flow problem with side constraints). 

o-
enie stopnia wykorzystania 

cych problemu optymalizacji pracy wytwórni mieszanek 
owania 

cego wszystkie 

obliczenio ywany za 

4. Model matematyczny pracy betonowni i marszrutyzacji 
betonowozów

Budowy k (k=1, 2, …, m o
zk o-

wozów) oraz planowany termin sk
dyspozy b betonowozów) 
w
i

terminach ( )1, ,iT i n= K kroku 
czasowego ( )1i iT T T+D = - owi trwania najkrótszej 

ku. Zmienna binarna
ikx terminie iT

k. Cykl pracy kp
mieszan k l kroków 

kt kd
transportowanego ( ku ):

k k k kp l t d u= + + + (1)

e
k 1, 2, ,, , , ,

kk k z kT T TK (k=1, 2, …, m). Aby wyelimino
kolejki betonowozów n

k-

k musi 
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, 1, 0 ( 2, 3, , , 1, 2, , )r k r k k kT T d r z k m-- - ³ = =K K . (2)

a-

ia mieszanki betonowej t (w tym okresie 

owo warunek:

1, ( 2, 3, , 1, 1, 2, , )rk r k k kT T d t r z k m-- - £ = - =K K . (3)

zk k.
Za DQik na 

budowy w terminie Ti
dla budowy k Ti to w momentach 1 2 1, , ,

ki i i dT T T+ + + -K nie 

1, , ,i i i tT T T+ +K r k

DCik
ania.

Ti zdefiniowano zbiór wszystkich dopuszczalnych 
dostaw Di (dla wszyst Ti
realizowane w

( ) ( )1 , 2 , , ,i k i k iT p T p T- - - - K { }1, 2, ,k m" Î K . (4)

{ }min k kk
s s l t= - - . (5)

Zagadnienie polega na zaprojektowaniu takiego harmonogramu dostaw mieszanki 

ogr a postaci:

( ) ( )
1

min :
b

k k
k

Z f s f s
=

= - + -å , (6)

{ }
1

, 1, 2, ,
n

k ik
i

z x k m
=

= " Îå K , (7)

{ }
1

1, 1, 2, ,
m

ik
k

x i n
=

£ " Îå K , (8)

{ }
( , )

, 1, 2, ,
i

ik
i k

x b i n
ÎD

£ " Îå K , (9)

{ } { }, 1, 2,..., , 1, 2, ,k ik i k kf x T l t d i n k m³ × + + + " Î " Î K , (10)

{ }, 1, 2, ,k kf f u k m³ + " Î K , (11)
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{ } { }, 1, 2,..., , 1,2,...,i iks T x i n k m£ × " Î " Î , (12)

{ } { }, 1, 2,..., , 1, 2, ,k i ik ks T x l t i n k m£ × + + " Î " Î K , (13)

{ } { }
( , )

1, 1,2,..., , 1, 2,...,
ik

ik
i k Q

x i n k m
ÎD

£ " Î " Îå , (14)

{ } { }
( ),

(1 ) , 1,2,..., , 1,2,...,
ik

ik ik ik ik
i k C

x x M x y i n k m
ÎD

- + - ³ " Î " Îå , (15)

( )
{ } { }

,

(1 ) ( ), 1,2,..., , 1 , 2,...,
ik

ik ik ik ik
i k C

y M x x x i n k me
ÎD

- - ³ - " Î " Îå , (16)

{ } { }, 1,2,..., , 1, 2,...,ik ikx y i n k m³ " Î " Î , (17)

{ }
1

1, 1, 2,...,
n

ik k
i

y z k m
=

= - " Îå , (18)

{ } { } { }0, 1 , 1,2,..., , 1, 2,...,ikx i n k mÎ Î Î , (19)

{ } { } { }0,1 , 1,2,..., , 1, 2,...,iky i n k mÎ Î Î , (20)

gdzie:
yik – pomocnicza zmienna binarna,
fk – k,
f –
M –
e – e=0,001.

Funkcja celu (6) min etonowni. 

i jest maksymalnie jeden betonowóz. Równanie (9) jest 

n
– – prac betonowych dla poszczególnych 

– warunek 
(11). Rozpocz cie pracy betonowni obliczone jest zgodnie z warunkiem (12). Ograniczenie 
(14) eliminuje kolejki betonowozów na budowach, a (15) –

zrealizowaniu ostatniej dostawy. Zmienne decyzyjne xik i yik –
ograniczenie (19) oraz (20).

5.
Be 3 o-

3

betonowej o celu zminimalizo
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5.
Be 3 o-

3

betonowej o celu zminimalizo

Budowa Czas przejazdu w 
[min]

Zapotrzebowa-
nie [m3]

Liczba 
dostaw

Termin 

A 15 20 40 6 8:50
B 15 15 50 8 8:20
C 20 25 30 5 9:25

Optimization Modelling So-
ftware [15]. Harmonogram produkcji mieszanki betonowej oraz wykres zatrudnienia 
samochodów przedstawiono na rysunkach nr 1 i nr 2.
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budowa A budowa B budowa C
Rys. 1. Harmonogram produkcji mieszanki betonowej

Rys. 2. Wykres zapotrzebowania na mieszarki samochodowe

6. Podsumowanie

i

ogramowania produkcji 
mieszanki betonowej i marszrutyzacji betonowozów. Opracowany model

r-
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Abstract: Concrete batching plants are typically equipped with modern automated 
high-capacity systems and provide high quality products. The plants often dispose of fleets 
of concrete transport trucks. However, the plants rarely use decision support tools to plan 
transport routes and schedule production of the mix. The decisions in this respect base on 
experience of the staff. The paper investigates into the problems of integrated production 
scheduling and vehicle routing. A concept of mathematical model for vehicle routing 
optimization was proposed. If implemented, it is expected to improve plant operations so 
that more orders can be completed and the plant potential can be utilized more efficiently to 
the customer’s satisfaction, offering the plant competitive advantage in this demanding 
business.

Keywords: Ready-mix concrete distribution, truck dispatching, vehicle routing prob-
lem, mathematical modelling, mixed linear programming


