Budownictwo i Architektura 13(2) (2014) 143-151

Mozliwosci obliczeniowe a wymagania wg Eurokodu 3 przy
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Streszczenie: W pracy opisano rodzaje analiz obliczeniowych przy projektowaniu
powlok, zalecane wg Eurokodu 3. Przedstawiono rozwiazanie analityczne dla grupy powtok
prostokreslnych, umozliwiajace wyznaczanie sit wewnetrznych dla dowolnego sposobu
obcigzenia. Analizowano wplyw czltondéw nieliniowych w zwiazkach geometrycznych na
wyniki obliczen. Zwrdécono uwage na konieczno$¢ dobrego przygotowania badacza przy
budowaniu modeli numerycznych powlok oraz konieczno$¢ ich weryfikacji metodami
analitycznymi.
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1. Wprowadzenie

Konstrukcje powtokowe w zalezno$ci od przyjetych parametréw, mozna zakwalifiko-
wac¢ do roznych ksztaltéw i typow, dla ktorych jest inny opis geometrii powierzchni
podstawowe] powloki. Ogolnie powloki mozna podzieli¢ na rozwijalne, do ktorych
zaliczamy przede wszystkim powloki walcowe i nierozwijalne, gdzie wyrdzniamy min.
hiperboloid¢ jednopowtokowa, dwukrzywiznowe powloki wypukte, paraboloid¢ hiperbo-
liczna i inne. Alternatywnie wyroznia si¢ grupe powlok obrotowych, zazwyczaj o pionowej
osi obrotu i tworzacej, ktorej opis wplywa na ksztatt powierzchni srodkowej powtoki. Wiele
z podanych przyktadowych ksztattow mozemy utworzy¢ poprzez odpowiednig transforma-
cje prostej jako tworzacej i wowczas mowimy o powlokach prostokreslnych. Ma to duze
znaczenie przy rozwigzywaniu rownan rownowagi powloki, bowiem sktadowe pierwszego
i drugiego tensora metrycznego upraszczaja si¢ [1].

Projektowanie konstrukcji stalowych wg zalecanej obecnie normy PN-EN 1993-1-3,
Eurokod 3, jest mozliwe po uprzednim wyznaczeniu efektow oddzialywan E, (4), wyra-
zonych w postaci sit przekrojowych lub naprezen. Wyrdznia si¢ 6 sit przekrojowych [4]:

* 1, ne, N,e — sita przekrojowa potudnikowa, obwodowa i $cinajaca,

o m,, me, Me — moment zginajacy potudnikowy, obwodowy i moment skrecajacy

na jednostke¢ dtugosci.

Dla uktadéw osiowo symetrycznych w sensie geometrii, obcigzenia i warunkéw pod-
parcia mozna poming¢ sktadowe n,¢ i m,e.

Sposob okreslania naprezen zastgpczych o, zs zalezy od stanu naprezenia. Mozna np.
stosowa¢ podejscie napr¢zeniowe wg kryterium Hubera—von Misesa, jednak nie do oceny
statecznos$ci powloki. Zasadniczym jednak problemem przy projektowaniu powtoki,
niezaleznie od podejécia przy sprawdzaniu warunkéw nos$nosci, jest wyznaczenie sit
wewnetrznych. Aktualnie stosuje si¢ dwie podstawowe metody rozwigzywania powtok:
analityczne i numeryczne.
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2. Analiza obliczeniowa powlok wg Eurokodu 3

W dziataniach tworczych, do ktorych kwalifikujemy projektowanie konstrukcji obiek-
tow budowlanych, oprocz cech projektanta jak: talent, wiedza, psychologiczne zaangazo-
wanie, wazne s3 $rodki techniczne oraz stosowane metody i narzedzia, wtym systemy
komputerowe wspomagajace projektowanie.

Na proces tworczy, projektowania konstrukcji, nalozone sg ograniczenia wynikajace
z lokalizacji obiektu, mozliwo$ci ekonomicznych zleceniodawcy, a przede wszystkim aktow
prawnych i norm, ktére opracowano jako wyniki badan naukowych wielu osrodkéw
naukowych i instytutow badawczych oraz jako doswiadczenia wynikajace z projektowania.

W Eurokodzie 3, w cz¢sci 1-6 proponuje si¢ w obliczeniach, w zalezno$ci od rozpa-
trywanego stanu granicznego [2], stosowanie jednego lub wiecej rodzajow analiz:

e analiza globalna,

e analiza wedhug teorii blonowej, stosowana przy zatozeniach eliminujacych efekty

stanu zgieciowego, tj. efekty zwigzane z:

—warunkami podparcia, ktdre niekoniecznie musza spelnia¢ warunki ciaglosci
i odksztatcen na brzegach lub na styku segmentow o roéznych ksztattach lub ob-
cigzeniach,

—sposobem obcigzenia (bez obcigzen lokalnych) i geometrig powtoki, ktéra po-
winna charakteryzowac¢ si¢ tagodng zmiang ksztattu i brakiem nieciaglosci,

e liniowo sprezysta analiza, oznaczana jako LA, w ktorej przyjmuje si¢ zatozenia
matych odksztatlcen jak dla powlok cienkich niezdeformowanych, liniowo-
sprezysty opis materiatu, oraz zaktada si¢ konieczno$¢ spetnienia warunkow row-
nowagi 1 warunkow ciagtosci odksztalcen, a wigc uzupetnia uproszczenia modelu
wg analizy blonowej i spetnia rowniez warunki dla stanu zgi¢ciowego,

o analiza bifurkacyjna liniowo spre¢zysta, oznaczana jako LBA, w ktorej zaklada si¢
liniowo spre¢zysty opis materiatu, powloke niezdeformowana (mate ugigcia) oraz
brak jakiejkolwiek imperfekcji, a efektem analizy jest okreslenie wskaznika no$no-
Sci plastycznej rgy (1) W rozpatrywanych punktach powloki o grubosci ¢, a wige
podanie najnizszej warto$ci wiasnej ukladu przy utracie statecznosci i mozliwosé
wyboczenia, wyznaczony na podstawie sil przekrojowych stanu blonowego n,, ne
1 nype Wg zaleznosci:

tf‘yk

erl =
2 2 2
\/”x,Ed — Ny ga No,Eq T 10 Ed T y0,Ed

(1)

e geometrycznie nieliniowa analiza sprezysta, oznaczana jako GNA, oparta na nieli-
niowos$ci w sensie geometrycznym, czyli wystepowaniu tzw. ,,duzych ugie¢” okre-
slonych dla powloki o idealnym ksztatcie (bez imperfekeji), przy uwzglednieniu
warunkow stanu zgigciowego,

e analiza fizycznie nieliniowa, oznaczana jako MNA, odniesiona do powlok
o idealnej geometrii, przy malych ugieciach oraz nieliniowej, sprezysto-plastyczne;j
charakterystyce materiatu, ktora pozwala wyznaczy¢:

—graniczne obcigzenie plastyczne poprzez obliczenie wskaznika nosnosci pla-
stycznej rg,; wg teorii matych ugie¢ jak dla analizy LBA,

—plastyczny przyrost odksztalcenia ¢ podczas jednego cyklu obciazenia przy tzw.
zmeczeniu niskocyklowym (wystgpowanie obcigzen zmiennych, ktéore moga
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prowadzi¢ do uplastycznienia konstrukcji i musza wystapi¢ co najmniej trzykrot-
nie w zaktadanym czasie uzytkowania konstrukcji),

e analiza geometrycznie i fizycznie nieliniowa, oznaczana jako GMNA, wykorzystu-
jaca zalozenia opisane dla analizy GNA i MNA,

e geometrycznie nieliniowa analiza sprezysta z imperfekcjami, oznaczana jako
GNIA, ktoéra uwzglednia w sposob jawny imperfekcje geometryczne w postaci nie-
zamierzonych odchylek ksztattu, a obliczenia ktorych efektem jest min. wyznacze-
nie sprezystej nosnosci wyboczeniowej, przeprowadza si¢ jak dla zatozen analizy
GNA,

e analiza geometrycznie i fizycznie nieliniowa z imperfekcjami, oznaczana jako
GMNIA, dla ktorej obliczenia przeprowadza si¢ jak dla analizy GMNA przy do-
datkowo uwzglednionych imperfekcjach geometrycznych, opisujacych w sposob
jawny niezamierzone odchytki ksztattu powierzchni $rodkowej, ktdore moga byc
rowniez nastgpstwem niespetnienia warunkoéw brzegowych i naprgzen wiasnych.

2
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3
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5

Rys. 1. Zalezno$¢ mnoznika obcigzen obliczeniowych od sposobu deformacji wg zalecen PN-EN 1993-1-6
[2]. Legenda: 1 — r, mnoznik obciazen, 2 — g, wskaznik no$nosci plastycznej wedhug teorii matych ugiegc,
3 — rgu, granica wg analizy liniowej (LA), 4 — rg., wskaznik no$nosci krytycznej wedtug liniowej analizy
bifurkacyjnej, 5 — deformacja

Na rys.1 pokazano w sposob jakosciowy zalezno$¢ mnoznikéw obliczeniowych sto-
sowanych przy wyznaczaniu no$nosci obliczeniowej dla réznych analiz wg Eurokodu 3,
czes$¢ 1-6, jako funkcje ogodlnie przyjetej deformacji. Poczatkowa faza do pkt. 4 w zakresie
sprezystym obejmuje analiz¢ LA i LBA w zakresie liniowym, natomiast dalej krzywa
pokazuje dodatkowa rezerweg plastyczng uwzgledniang min. w analizach MNA poprzez
wyznaczenie wskaznika rg, nos$nosci plastycznej. Dla poszczegdlnych analiz, nosnosci
obliczeniowe F jako funkcje wartosci obliczeniowej oddziatywan Fjy; wyznacza si¢ wg
zalezno$ci:

e nos$nos$¢ wyboczeniowa przy uwzglednianiu rezerwy plastyczne;j:

Frot = Trpi Fea 2)

e nos$no$¢ wyboczeniowa przy uwzglednianiu nosnosci krytycznej wg liniowej anali-
zy bifurkacyjnej:

FRcr = chrFEd (3)

Ogolny warunek nos$nosci dla elementéw konstrukeji lub potaczenia wg PN-EN 1990,
przy sprawdzaniu stanu granicznego, mozemy zapisac:
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E;<R,. “4)

gdzie:
e FE, — warto$¢ obliczeniowa efektu oddzialywania wyrazona np. w postaci sit we-
wnetrznych lub naprezen,
e R,— warto$¢ obliczeniowa odpowiedniej nosnosci, przekroju lub elementu.

3. Sily wewnetrzne w konstrukcjach powlokowych

W celu spehienia rownan réwnowagi oraz warunkow ciaglo$ci przemieszczen, ze
wzgledu na zlozony model matematyczny wynikajacy z réwnania statyki, ktére w ogdlnym
przypadku jest niejednorodnym réwnaniem rézniczkowym czastkowym 6smego rzedu [3],
w teorii cienkich powtok wprowadza si¢ podziat na:

e stan blonowy, ktory opisuje wyidealizowany uktad pozbawiony mozliwosci spel-
nienia lokalnych ograniczen wynikajacych z warunkéw zamocowania na brzegach
lub niecigglosci funkcji opisujacej ksztatt albo obciazenie, a rozwigzanie jest na
etapie calki szczegdlnej rownania statyki, realizujgcej tzw. stan bezmomentowy,

e stan zgieciowy, ktory uwzglednia warunki zamocowania, a rozwigzanie jest na
etapie catki ogdlnej rdwnania statyki, realizujacej tzw. umowny stan zgigciowy.

Ponadto korzystamy zazwyczaj z uproszczen w zakresie teorii matych odksztatcen dla
cienkich powlok sprezystych, polegajacych na pomijaniu w rozwigzaniach wielkos$ci
zdefiniowanych jako mate, ktore wystepuja w potegach lub iloczynach w rzgdzie wickszym
niz pierwszy. W literaturze, ze wzglgdu na ztozony model matematyczny, podawane sa
roéwnania rownowagi w zapisie ogdlnym dla ktorych, z wyjatkiem powtoki walcowe;j, trudne
jest podanie rozwigzania opisujacego sity przekrojowe w sposob jawny, w postaci funkcji
lub wyrazenia arytmetycznego.

3.1. Rozwiazania analityczne w zakresie analizy liniowej

Podstawowe zatozenia stosowane w teorii cienkich powlok, to zatozenia Kirchhoffa-
Love’a, ktore umozliwiaja przyjecie uproszczonego modelu obliczeniowego i przejscie
z analizy trojwymiarowego stanu naprezenia i odksztalcenia do przyblizonego stanu
dwuwymiarowego. Na powierzchni podstawowej wprowadza si¢ uktad wspolrzednych
krzywoliniowych u' jako odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zmiennych x’:

u' :ui(xl,xz,x3), (5)
ro6zniczkowalne potrzebng ilos¢ razy, dla ktérego przy wyznaczniku:
Su'
5x'

#0, (6)

istnieje odwzorowanie odwrotne, dajace rozwigzanie ze wzgledu na x'.
Przeanalizowano sparametryzowany wektorowy opis powierzchni srodkowej powloki
w parametryzacji prostokreslnej, z parametrami katowymi o 1 f (rys.2):

r=aq (cos(uz)i +sin(u2)j) +u! (cos(u2 +a)i+sin(u’ +a )j)cosﬁ +u! sinfk, (7
gdzie:
e u', i’ - wspbhrzedne krzywoliniowe okreslajace polozenie punktu na powierzchni
srodkowej,

® g, - promien na poziomie podstawy.
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Dla roznych wartosci katéow a i B, wykorzystujac rownanie (7), mozna uzyskaé jeden
z trzech ksztattow powloki: walec, stozek, hiperboloide jednopowtokowa [1].
Zapisujac dowolne obcigzenie w uktadzie kartezjanskim, w postaci wektorowe;j:

P=Xi+Yj+Zk. (8)

Po uwzglednieniu wyznaczonych na powierzchni srodkowej wektoréw bazy: r;, r,, m

oraz zapisaniu wektora obcigzenia w wersji ogdlnej we wspohrzednych krzywoliniowych u',
2
u

P=P'r+Pr,+Pm, )

otrzymano opis dowolnego sposobu obciazenia w tych wspotrzednych, jako funkcje trzech
sktadowych obcigzenia X, Y'i Z w uktadzie kartezjanskim:

P! :X&(ﬂ)[Acos(u2 +oc)+Bcos(u2 )}+

Je

. (10a)
Ycosg(ﬂ)[Asin(u2 +a)+Bsin(u2)}+Zsmé'B)gzz )
P? :—Xi[Csin(u2 +0¢)+a1 sin? (ﬂ)sin(uz)}+
1 & . (10b)
2 -2 2 12
YE[Ccos(u +oc)+alsln (,B)cos(u )}—Z?sm(ﬁ),
PP=—X Sin(ﬂ)[al cos(uz)+u1 cos(ﬁ)cos(u2 +aﬂ—
' \/E (10c)
Ysm(ﬁ)[a1 sin(uz)+u1 cos(,B)sin(u2 +a)}+2(\/§)1 ,

gdzie:
A=u" cos® (B)+au' cos(cr)cos(B), B=au' cos(B)+(q )2 cos (e ) 1)
Czulcos(ﬁ)+a1 cos(a)cosz(ﬁ) ’

gi» g — sktadowe tensora pierwszej formy rézniczkowej lub ich wyréznik.
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Rys. 2. Powierzchnia podstawowa w parametryzacji prostokreslnej opisana rownaniem (7)

Taki zapis umozliwia przeprowadzenie obliczen dla dowolnego sposobu obcigzenia
idla jednego z trzech ksztaltow powierzchni srodkowej. Rozwigzanie uktadu rownan
rownowagi dla stanu btonowego, przy zastosowaniu odpowiedniej metodyki rozwigzywania
[1], pozwolito na opis sit przekrojowych za pomocag prostych zaleznoSci zawartych

w zbiorze funkcji elementarnych. Otrzymano (goérny znak ]V; oznacza wielkos$¢ fizyczna

sily):

Ni=—|82ps L [y p) Np=82p i, vg,24203] (120
g &» JE 82
Ny=82p L[, 4 g,(12+23), (12b)
JE &n
Ny = P o282 No. (12¢)

_ g
vgzzsin(ﬂ) 82

gdzie: J1, J2, J3, to catki uwzgledniajace opis funkcji obcigzenia i opisy geometrii powtoki,
zapisane w postaci:

Jl= "jl {ﬁ [2HP -p ]}dul ) J2= ujl { S22, [2HP -P ]}alu1 :
!

& 1|24 g€

1

u 1 .
J3=H— Tl + €152, }dul e = , (13)
; gzz[ J \/E
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a P jest funkcja, wyznaczong z réwnania:

P/ =g"P|
& b , (14)

w ktorym kreska pionowa oznacza pochodna kowariantna.

Interpretacja sit N; w odniesieniu do normy PN-EN 1993-1-6 jest nastgpujaca:

Nl_l‘ =Ny, N2ﬂ2 =hg, Nl_‘Z =Nye - (15)
Dla stanu blonowego, sity tnace i momenty zginajace, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

B W .

0/ =M",, M”:2H?N”, 2H =g"p", (16)

gdzie: 2H - krzywizna $rednia, g, b; - sktadowe pierwszej i drugiej formy rézniczkowe;.

3.2. Rozwigzania analityczne w zakresie analizy nieliniowej geometrycz-
nie
W pracy autora [4] podano zaleznosci opisujace zwigzki geometryczne dla powtok,
w ktorych uwzgledniono cztony nieliniowe sktadowych w’, wektora przemieszczenia w.
Jest to jedno z mozliwych uproszczen, polegajace na szacowaniu skladnikéw sum
zawierajacych wielko$ci mate, rzedu wyzszego niz pierwszy. Pozostawienie wyrazen ze
sktadowa w’, ma uzasadnienie rowniez ze wzgledu na opis tensora odksztatcenia blonowo-
zgieciowego [3, 4]:
1 5

Pi =5 i (17)

wykorzystywanego w rozwigzaniach stanu zgieciowego, w ktéorym pomija si¢ sktadowe
zawierajace sktadniki w’ i w’, a pozostawia sie tylko sktadowa w’.

Analiza rozwigzan w zakresie liniowym i nieliniowym geometrycznie [4, 5], dopro-
wadzita do waznego dla celow praktycznych kryterium, odniesionego do modutu sktadowe;j
w’. Okreslono umowna granice stosowania teorii liniowej, gdy:

h
W) s ———. (18)
20 /31 v 2
natomiast uznano, ze wplyw nieliniowos$ci geometrycznej moze mie¢ istotny wpltyw na
rozwigzanie powloki dla warunku:

h ; h
205 4/3\1—v 2 S‘W‘gz@lﬂl—vzi (19)

>

1
" 1-v?
gz(g_j n=123. s-HJI K. w4:ih2_V), (20)

2
[0

gdzie: v - wspolezynnik Poissona, & — potowa grubosci $cianki powloki, K — krzywizna
Gaussa, H — krzywizna $rednia.

Przeprowadzone obliczenia z uwzglednieniem nieliniowo$ci geometrycznej pokazaty
[4], ze przy uwzglednieniu oddziatywan istotnych dla wystgpowania znacznych efektow
oddziatywan w postaci sktadowej w’ prostopadtej do powierzchni $rodkowej, wyniki
z uwzglednieniem cztondéw nieliniowych wzrosty od 2 do 5%, w zalezno$ci od ksztattu
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powtoki. Wigksze przyrosty byly dla powtoki walcowej, a mniejsze dla dwukrzywiznowe;j
powloki o ksztalcie hiperboloidy jednopowlokowej. Analiza obliczeniowa pokazata
ponadto, ze umowne kryterium wymagajace stosowanie teorii geometrycznie nieliniowej
(19), uwzgledniajace zarowno cechy geometryczne powloki jak i parametry materiatowe,
moze by¢ istotne w obliczeniach przy wzroscie o ok. 2,5% sktadowej w”", wyznaczonej wg
teorii nieliniowej, w stosunku do wartosci w”, policzonej wg teorii liniowe;.

3.3. Rozwigzania numeryczne

Wielu badaczy wspotczesnie zajmujacych si¢ konstrukcjami powtokowymi, stosuje do
analizy pracy powloki metody numeryczne, uwzgledniajac w modelowaniu rozne typy
elementow skonczonych. W licznych pracach na temat stalowych zbiornikow, Zidtko [6]
prezentuje wyniki analiz numerycznych z wykorzystaniem powlokowych elementow do
modelowania zbiornikéw, elementéw brylowych do modelowania warstw podloza
gruntowego i elementdw kontaktowych na styku zbiornik-podtoze gruntowe. Chréscielewe-
ski, Makowski i Pietraszkiewicz w pracy [7] zamiescili szeroki przeglad i opis rdéznych
elementow skonczonych o 4-ech, 5-ciu, ale zazwyczaj o 6-ciu stopniach swobody w wezle.
Podano rowniez liczne przyktady liczbowe dla wielu ksztalttow powtok. Rozwazono liniowe
oraz nieliniowe zadania statyki, statecznosci i dynamiki powtok sprezystych w zakresie
matych odksztatcen. Zamieszczone analizy stanowig bogaty zbior informacji, ktore mozna
wykorzysta¢ do modelowania powtok.

W nawigzaniu do wilasnych rozwigzan analitycznych, czeSciowo przedstawionych
w pkt. 1.2.1, wykonano poroéwnania uzyskanych sit przekrojowych z rozwigzan analitycz-
nych z wynikami otrzymanymi dla modeli numerycznych [8], dla ktérych do generowania
siatki w systemie Robot wykorzystano czworokatne, 4-weztowe, powierzchniowe elementy
skonczone. Roznice wynikow wg dwoch metod obliczeniowych byly mniejsze niz 1%.
W pracy [9] przedstawiono analiz¢ statyczng zelbetowej chtodni kominowej dla numerycz-
nego modelu obliczeniowego, w ktorym uwzgledniono obcigzenia stale i zmienne
srodowiskowe. Otrzymane wyniki dla analizowanego modelu MES powloki w systemie
obliczeniowym Robot zostaly zweryfikowane pod wzgledem jakosciowym i ilo§ciowym
wlasnymi procedurami obliczeniowymi, uzyskanymi na podstawie wiasnych rozwigzan
analitycznych.

4. Podsumowanie

Wymiarowanie konstrukcji powlokowych wg wytycznych PN-EN 1993-1-6 wymaga
dobrej znajomosci teorii powtok oraz metod zwigzanych z rozwigzywaniem tych konstruk-
cji — wyznaczania sit wewnetrznych. Metody analityczne s3 trudne do inzynierskiego
stosowania, dlatego wspoélczesnie glownie budowane sg modele numeryczne, ktore
wymagaja innej wiedzy, zwigzanej z modelowaniem konstrukeji i wykorzystaniem MES, co
moze w znaczacy sposob wplynac¢ na otrzymane wyniki. Mozliwos$¢ posiadania rozwigzan
analitycznych umozliwia weryfikacje modelu i okreslenie jego adekwatnosci.
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Calculation possibilities and Eurokod 3 requirements used to
calculate internal forces in shell structures
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Abstract: This work presents various types of calculation analysis for shell designing,
recommended by Eurokod 3. Analytical solutions for shell groups enabling calculating
internal forces for any load are presented. The influence of nonlinear units in geometrical
connections on calculation results was analyzed . Necessity of proper researcher preparation
to build numerical models of shells and necessity to verify them by analytical models was
underlined.
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