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Drgania wlasne belki na stochastycznym dwuwarstwowym
podlozu o znacznie roznigcych si¢ grubosciach
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Streszczenie: W artykule analizowano wplyw zmiany modutu Younga warstw podlo-
za gruntowego na czestosci drgan wiasnych uktadu belka-dwuwarstwowe podloze przy
zatozeniu, ze pierwsza warstwa podloza jest znacznie ciensza i sztywniejsza od drugiej.
Taka nietypowa sytuacja stwarza czasem szczegélne trudnosci w geotechnice. Obliczenia
przeprowadzono najpierw w ujeciu deterministycznym, a nastgpnie stochastycznym.
W analizie stochastycznej zalozono przestrzenng korelacj¢ modulu Younga gruntu po
dtugosci kazdej z warstw przyjmujac dwa stopnie korelacji, korelacje¢ pelna Iub jej brak.
W obliczeniach uwzgledniono pelna korelacje modutu Younga gruntu pomigdzy warstwa-
mi, co wynika z badan, ktére autorzy zamiescili we wczesniejszej pracy. Do rozwigzania
stochastycznego zagadnienia wlasnego zastosowano metode Monte Carlo tacznie z metoda
elementow skonczonych (MES). Prezentowana analiza jest kontynuacja problematyki
przedstawionej w poprzednich pracach autorow.

Stowa kluczowe: zagadnienie wtasne, belka, dwuwarstwowe podtoze gruntowe, cien-
ka warstwa, metoda Monte Carlo, pole losowe, metoda punktu srodkowego.

1. Wstep

Problemy statyki i dynamiki belek na sprezystym podtozu naleza do waznych zagad-
nien inzynierii ladowej i byly przedmiotem licznych prac. Poniewaz podtoze gruntowe jest
czgsto opisane parametrami o duzym zakresie zmiennosci, zatem w wielu przypadkach
badano mechanike uktadu belka podtoze przy zatozeniu losowych wiasnosci podtoza (por.
np. [1, 2, 3, 4]).

W pracy [5] analizowano problem zagadnienia wtasnego belki spoczywajacej na jed-
nowarstwowym, losowym podlozu gruntowym. W pracy tej przyjeto, ze wiasnosci
materialowe belki sg deterministyczne, podczas gdy parametry podioza gruntowego maja
charakter stochastyczny i nalezy zatem dazy¢ do ich opisu jako zmiennych losowych.
W pracy [5] analizowano wplyw zmian wspotczynnikow zmienno$ci modulu Younga
i wspotczynnika Poissona na czgstosci drgan wiasnych belki, uwzgledniajac szczegdlne
przypadki wzajemnej korelacji tych parametrow podtoza gruntowego.

W rzeczywistodci czgsto wystepuja grunty uwarstwione o zréznicowanych parame-
trach materialowych. Analiz¢ wptywu losowosci modutu Younga gruntu na czgstosci drgan
wilasnych belki spoczywajacej na dwuwarstwowym podiozu przedstawiono w pracy [6].
Przyjeto tu uktad dwoch poziomych warstw podloza o réznych grubosciach. Tym razem
w miejsce opisu podloza za pomoca zmiennych losowych wprowadzono opis przy
zastosowaniu jednowymiarowego pola losowego. Badano dwa rodzaje przestrzennej
korelacji modutu Younga gruntu, tj. po dtugosci kazdej z warstw 1 pomigdzy warstwami.
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Dodatkowo w obliczeniach badano wplyw grubosci warstw podtoza i ich sztywno$ci na
czestosei drgan wlasnych belki.

Niniejsza praca jest kontynuacja problematyki przedstawionej w pracach [5, 6]. Pod-
dano szczegotowej analizie spotykang czasami nietypowa sytuacje, gdy pierwsza warstwa
podloza jest znacznie ciensza i sztywniejsza od drugiej. Analiz¢ drgan wihasnych belki
spoczywajacej na takim podlozu przeprowadzono najpierw w ujeciu deterministycznym,
a potem stochastycznym. Do rozwigzania stochastycznego zagadnienia wlasnego zastoso-
wano metode Monte Carlo z metoda elementéw skonczonych (MES).

2. Sformulowanie problemu

Do rozwazan przyjeto belke typu Bernoulliego-Eulera spoczywajaca na dwuwarstwo-
wym podlozu gruntowym, ktorego pierwsza warstwa jest zdecydowanie -ciensza
i sztywniejsza w stosunku do warstwy drugiej.

Zatozono model podtoza gruntowego Kolara-Nemeca [7], ktory jest uogoélnieniem
modelu Wtasowa. Przyjety model uwzglednia dowolne uwarstwienie podloza gruntowego
i zaklada, ze jego i-te warstwy traktowane sg jako materiat liniowo-sprezysty o rdéznym
module Younga E;, wspotczynniku Poissona v;, grubosci A; i spoczywaja na polozonym
glebiej nieodksztalcalnym podtozu (bedrock). Model ten zaklada réwniez, ze przemiesz-
czenia poziome podloza w obu warstwach sg rowne zero, natomiast pionowe przemieszcze-
nie w;, zmienia si¢ liniowo wzdhuz glebokosci (Rys. 1) [8], zgodnie z réwnaniem

Wix(x’zi)zwi(x) I(Zi)+wi+1(x) 2(21')’ i=12, )

gdzie fi(z;) = l-(zi/hy) 1 foi(z;) = zi/hy sa przyjetymi funkcjami pionowego rozktadu
przemieszczen wewnatrz i-tej warstwy podtoza, wix) i wu(x) sa przemieszczeniami
pionowymi goérnych powierzchni warstw podtoza, a z; jest pionowa, lokalng wspotrzedna
w i-tej warstwie podloza.
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Rys. 1. Belka na dwuwarstwowym podlozu gruntowym z gorna, cienka warstwa
Podstawg sformulowania zagadnienia w MES jest wyrazenie na energi¢ odksztalcenia
sprezystego. Calkowita energia sprezysta uktadu belka-dwuwarstwowe podloze jest suma
energii deformacji sprezystej belki IT, i energii deformacji sprezystej kazdej z warstw
podtoza I, ktore wyrazaja si¢ w nastepujacy sposob [7]:
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gdzie w(x) jest funkcja pionowego przemieszczenia belki, k; 1 ¢;; s3 parametrami opisujacy-
mi pracg i-tej warstwy podloza odpowiednio na $ciskanie i Scinanie, £, jest modutem
Younga belki, 7, jest momentem bezwtadnosci przekroju poprzecznego belki, a Ej; i v, sa
odpowiednio modulem Younga i wspolczynnikiem Poissona i-tej warstwy podloza
gruntowego.

Belke i dwuwarstwowe podloze dzielimy pionowymi liniami, dokonujac dyskretyzacji
uktadu na elementy skonczone sktadajace si¢ z elementéw belkowych i elementow podtoza
(Rys. 2). Sformutowanie zagadnienia wlasnego za pomoca metody elementow skonczonych
przedstawiono w pracy [6].

Szczegotowe wyrazenia okreslajace macierze sztywnosci i bezwladnosci elementu
belki i podtoza oraz ich jawne postacie przedstawiono w pracy [5].

Caltkowita energia sprezysta i kinetyczna ukladu jest suma energii poszczegdlnych
elementow, tj. energii sprezystej i kinetycznej elementu belka-podtoze. Wykorzystujac
zasade Hamiltona i metody dynamiki budowli [9], réwnanie zagadnienia wlasnego belki na
podtozu gruntowym mozna zapisa¢ w postaci [5]

(K -o2B)w =0, 4)

gdzie K jest globalng macierza sztywnos$ci uktadu, B jest globalng macierza bezwtadnosci,
w jest wektorem przemieszczen weztowych uktadu, a @ jest czgstoscig kolowa drgan
wiasnych uktadu.

Rozwigzanie ogdlne zagadnienia wlasnego (4) stanowig czgstosci drgan wlasnych w;
i odpowiadajace im wektory wtasne w;.

3. Stochastyczny model podloza dwuwarstwowego

Rozpatrzmy podloze gruntowe przedstawione na Rys. 2. Uwarstwienie podloza wyni-
kajace z niejednorodno$ci gruntu powoduje, ze kazda z dwdch warstw ma inne parametry
materiatowe. Dodatkowo zmieniajg si¢ one losowo zaré6wno wzdhuz dlugosci kazdej
z warstw, jak i pomigdzy nimi. Wprowadzajac do deterministycznego modelu podioza
Kolara-Nemeca losowy modul Younga E; otrzymujemy stochastyczny model tego podtoza.
Do jego opisu wykorzystuje si¢ uktad dwoch jednowymiarowych, jednorodnych i cigglych
pol losowych Ej(x) 1 Ep(x). Wowczas parametry na Sciskanie i na $cinanie kazdej z warstw
przyjmuja postacie:
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Rys. 2. Stochastyczny model gruntowego podtoza dwuwarstwowego
Kazde z pdl losowych modulu Younga opisane jest wartosciami Srednimi mpgy(x)
i mgy,(x) oraz wspotczynnikami zmiennoS$ci rgi(x) 1 7g(x). Korelacje po dlugosci takiego
pola losowego opisuje si¢ najczesciej przy pomocy ekspotencjalnej funkcji korelacji [10]

2
P is (€1 )=exp —['%'J , (6)

gdzie &;; jest odlegtoscia w przestrzeni migdzy punktami pola losowego, a & jest skalg
korelacji pola losowego.

Natomiast korelacje pomigdzy polami losowymi warstw podtoza opisuje si¢ przy po-
mocy wspotczynnika korelacji gz

Na potrzeby metody Monte Carlo ciagte pole losowe dyskretyzuje si¢ przy pomocy
metody punktu Srodkowego, w ktorej pole losowe w danym elemencie jest reprezentowane
przez pojedyncza warto$¢, bedaca wartoscia tegoz pola w §rodku danego elementu.

4. Analiza numeryczna

Do analizy przyjeto belke betonowsg o przekroju poprzecznym 4, = 0,3x0,5 m, modu-
le Younga E, = 27 GPa, dlugosci L = 5 m, gestosci objetosciowej p, = 2500 kg/m’,
spoczywajaca na dwuwarstwowym podtozu, ktdrego pierwsza warstwa jest znacznie ciensza
od drugiej. Zatozono grubo$¢ pierwszej warstwy /#; = 0,5 m, a drugiej 4, = 5,0 m (Rys.1).
Ggesto$¢ objetosciowa gruntu jest taka sama dla kazdej warstwy i wynosi p;; = pay =
1700 kg/m’. Tak samo jest w przypadku wspotczynnikow Poissona, ktére wynosza
VEls = VE2s — 0,3

Na poczatek przeprowadzono analize numeryczng drgan wiasnych belki w ujeciu
deterministycznym rozpatrujac rézne kombinacje sztywnosci obu warstw podloza, dla
ktérych modul Younga E;; zmieniat si¢ w przedziale od 10 MPa do 36 MPa.

Na Rys. 3 przedstawiono zalezno$¢ pierwszych czterech czestosci drgan wilasnych
belki od réznych wartosci modutu sprezystosci obu warstw podtoza gruntowego. Widac, ze
wraz ze wzrostem sztywnosci podtoza gruntowego rosng wartosci czestosci drgan wlasnych
uktadu belka-dwuwarstwowe podtoze.
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Rys. 3. Zalezno$ci warto$ci pierwszych czterech czgstosci drgan whasnych belki w; od réznych wartosci
modutu Younga dwoch warstw podloza gruntowego Ejq

W przypadku dwoch pierwszych czestosci drgan wlasnych wiekszy wptyw na wartosci
drgan ma sztywnos$¢ drugiej warstwy podloza niz sztywnos$¢ pierwszej warstwy. Wpltyw ten
jest okoto dwukrotnie wigkszy. W przypadku trzeciej i czwartej czestosci drgan wickszy
wplyw na ich warto$ci (okoto dwa razy wigkszy) ma sztywno$¢ pierwszej warstwy podtoza.
Mozna to wyjasni¢ postaciami drgan wlasnych, tzn. pierwsza i druga posta¢ jest ,,gruntowa”
sztywny ruch belki w podatnym podtozu, a trzecia i czwarta ,,belkowa” zginanie belki.

W kolejnym etapie badan przyjeto zatozenie, ze modul Younga podloza gruntowego
ma charakter stochastyczny i jest opisany jako jednowymiarowe pole losowe. Przeprowa-
dzono analizg stochastycznego zagadnienia wlasnego ukladu belka-dwuwarstwowe podtoze
stosujac metode Monte Carlo (por. np. [11]). Wartosci $rednie pol losowych kazdej
z warstw wynosza odpowiednio mg; = 36 MPa i mpg,; = 10 MPa. Wspdtczynniki zmiennosci
re1s 1 Fepg Zmieniajg si¢ wzajemnie niezaleznie w przedziale od 0 do 30% [12]. Przyjeto, ze
pola losowe modutu Younga pomigdzy warstwami sa w peini skorelowane. Wynika to
z badan, ktore przeprowadzono w pracy [6].

Pola losowe modutu Younga wzdluz dlugosci warstw przyjeto jako przestrzennie
nieskorelowane i w pelni skorelowane (dla & — 0 odpowiada rz; — 0 i dla d —>
odpowiada rz; — 1). Obliczenia przeprowadzono dla 1000 realizacji pdl losowych
modutéw Younga warstw podloza. Badano pierwsze cztery czestosci drgan wtasnych belki.
Dodatkowo przeprowadzono obliczenia, gdy grubo$¢ drugiej warstwy wynosi 4, = 10,0 m.
Wyniki przeprowadzonych analiz przedstawiono na Rys. 4.

Mozna zauwazy¢, ze dla wszystkich analizowanych przypadkéw, tj. przy grubosci
drugiej warstwy s, = 5,0 m i s, = 10,0 m, wartosci wspdtczynnikéw zmiennosci pierwszych
czterech czgsto$ci drgan wilasnych rosng wraz ze wzrostem wspolczynnikéw zmienno$ci
modutu Younga kazdej z warstw podloza. Zachodzi to zaréwno dla pol losowych
nieskorelowanych, jak i w pelni skorelowanych wzdluz dlugosci warstw. Wpltyw zmiany
wspoétczynnika zmiennosci modutu Younga pierwszej warstwy podtoza na wspdtczynnik
zmienno$ci wszystkich czterech czestosci drgan wlasnych jest wyraznie wigkszy niz wplyw
zmian wspdtczynnika zmiennosci modutu Younga drugiej warstwy, niezaleznie od jej
grubosci. W przypadku pdl losowych nieskorelowanych wzdhiz dlugosci warstwy wzrost
ten jest okoto: cztery, siedem i dziewig¢ razy wickszy dla wspdtczynnikow zmiennos$ci
pierwszych trzech czestosci drgan wlasnych. W przypadku pdl losowych w petni skorelo-
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wanych wzdhiz dtugosci wzrost ten jest odpowiednio okoto jeden, trzy i sze$¢ razy wickszy
dla wspotczynnikéw zmiennosci pierwszych trzech czestosci drgan wiasnych.
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Rys. 4. Zaleznosci wartosci wspolczynnikow zmiennosci pierwszych czterech czgstosci drgan wiasnych
belki 7,; od r6znych warto$ci wspotezynnikoéw zmiennosci dwoch warstw podtoza rgs

5. Whnioski

Celem artykutu byta analiza wptywu zmiany modulu Younga warstw podtoza grunto-
wego na czestosci drgan wiasnych ukladu belka-dwuwarstwowe podloze. Rozwazono
przypadki, w ktorych pierwsza warstwa gruntu byta 10-cio i 20-sto krotnie ciefsza od
drugiej. Analiz¢ drgan wlasnych ukladu przeprowadzono w ujeciu deterministycznym
i stochastycznym. W ujeciu deterministycznym modut Younga kazdej z warstw zmieniat si¢
w przedziale od 10 MPa do 36 MPa. Natomiast w przypadku losowym modut Younga
pierwszej warstwy byt duzo wickszy od drugiej (3,6 razy). Przeprowadzajac analize
stochastyczng zalozono przestrzenng korelacje modulu Younga po dhlugosci kazdej
z warstw, przyjmujac przy tym dwa stopnie korelacji, tj. pelng korelacje i jej brak. Na
podstawie przeprowadzonych badan w pracy [6] uwzgledniono w obliczeniach peing
korelacj¢ pomigdzy warstwami gruntu. Stochastyczne zagadnienie wlasne rozwigzano przy
zastosowaniu metody Monte Carlo.

Przeprowadzona analiza deterministyczna wykazata, ze gdy wzrosla sztywnos$¢ pierw-
szej warstwy z 10 MPa do 36 MPa to pierwsza czgsto$¢ drgan wlasnych wzrosta o 35%,
a druga o 53%. Natomiast jesli o tyle samo wzrosta sztywnos$¢ drugiej warstwy to pierwsza
czestos¢ drgan wlasnych wzrosta o 45%, a druga o 60%. Oznacza to, ze wigkszy wptyw na
wartosci dwoch pierwszych czestoSci drgan wilasnych ma sztywno$¢ drugiej warstwy
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podtoza niz sztywnos¢ pierwszej warstwy. Odwrotnie jest w przypadku trzeciej i czwartej
czgsto$ci drgan wiasnych. Gdy wzrosta sztywno$¢ pierwszej warstwy to trzecia czestos$é
drgan wzrosta o 56%, a czwarta czgsto$¢ o 64%. Jesli wzrosta sztywnos$¢ drugiej warstwy to
trzecia czgsto$¢ wzrosla o 27%, a czwarta o 33%. Mozna uzasadni¢ to tym, ze pierwsze
dwie postacie drgan wlasnych obrazujg ruch sztywny belki na podatnym podtozu, natomiast
trzecia i czwarta przedstawia ruch, w ktorym dominuje zginanie belki [5].

Przeprowadzajac analiz¢ stochastyczng wykazano, ze wspotczynnik zmiennosci mo-
dulu Younga pierwszej warstwy podtoza ma znacznie wigkszy wplyw na wspdtczynnik
zmiennoS$ci drgan wlasnych niz wspotczynnik zmiennosci modutu Younga drugiej warstwy.
Na przyktad dla skorelowanego pola losowego modutu Younga wzdhiz dlugosci warstw,
gdy wspotczynnik zmiennosci pierwszej warstwy wyniost 30% to wspotczynnik zmiennosci
pierwszej czgstosci drgan wiasnych wzrost o 9%, a wspdtczynnik zmiennoséci czwartej
czgstosci 0 5%. W przypadku, gdy wspotczynnik zmiennosci drugiej warstwy wyniost 30%
to wspotczynnik zmiennosci pierwszej czgstosci drgan wzrdst tylko o 5%, a czwartej o 2%.
Ma to miejsce niezaleznie od tego czy grubos$¢ drugiej warstwy wynosi 5,0 m, czy tez
10,0 m i to zardwno w przypadku pelnej korelacji modutu Younga gruntu wzdhiz dhugosci
warstw, jak i przy braku korelacji.
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Natural vibrations of a beam on stochastic two-layered
subsoil with significantly different thickness
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Abstract: In this paper the influence of variability of Young modulus of the subsoil
layers on the natural frequency of the beam-two-layered subsoil system was analyzed.
Assuming the first layer was thinner and more rigid then the second one (10 and 20 times).
The calculations were made by using deterministic and stochastic approach. In the
stochastic approach, the spatial correlation of Young modulus of the subsoil along the
length of both layers was taken into account. Two cases of the correlation were considered,
i.e. without and with full correlation. Regarding the results of the authors’ research which
were published in the previous article, in the calculations the full stochastic correlation of
Young modulus of subsoil between both layers was taken into account. In order to solve the
stochastic eigenvalue problem, Monte Carlo simulation techniques with Finite Element
Method (FEM) were used. The present analysis is a continuation research demonstrated in
the authors’ previous papers.

Keywords: eigenvalue problem, beam, two-layered subsoil, thin layer, Monte Carlo
method, random field, midpoint method.



