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Streszczenie: Praca dotyczy optymalnego ksztattowania wolnopodpartych
prefabrykowanych belek zelbetowych. W artykule skupiono si¢ na optymalnym
doborze wysokosci przekroju poprzecznego przy ustalonej dtugosci, szerokosci,
stopniu zbrojenia elementu oraz przy okreslonych obcigzeniach zewnetrznych.
Dzigki zastosowaniu metody gradientowo-iteracyjnej mozliwe byto przeprowadze-
nie wielokrotnych obliczen optymalizacyjnych. Na podstawie uzyskanych wyni-
koéw sformutowano praktyczne zalecenia doboru wysokosci belek zelbetowych.

Stowa kluczowe: belka zelbetowa, belka prefabrykowana, optymalizacja
konstrukgcji, zalecenia ksztattowania

1. Wprowadzenie

Przy projektowaniu wspotczesnych konstrukeji prawie zawsze za kryterium
optymalnosci przyjmuje sie minimalizacje kosztow. Konstrukcja optymalnie zapro-
jektowana to taka, ktéra przy mozliwie minimalnym koszcie wykonania spetnia
wszystkie warunki stanéw granicznych nosnosci i uzytkowalnosci.

Ze wzgledu na powszechnos¢ i skale stosowania, przy projektowaniu zelbe-
towych belek nalezy zwrocié szczegdlng uwage na dobor wymiardéw przekroju
poprzecznego oraz iloSci zastosowanego zbrojenia. Projektujac ekonomicznie,
przed przystgpieniem do obliczen, nalezy szczegbtowo przeanalizowac koszty zwig-
zane z wykonaniem danego elementu w konkretnej inwestycji.

Nie w kazdym przypadku element optymalny bedzie cechowat sie¢ minimal-
nym zuzyciem stali zbrojeniowej. Cena elementu prefabrykowanego zalezy od licz-
nych czynnikéw, m.in.: aktualnych cen materiatéw, kosztow transportu i montazu,
mozliwosci linii technologicznej. Kazdy producent jest wstanie okresli¢ optymalny
pod wzgledem ekonomicznym stopien zbrojenia belki, ktoéry bedzie minimalizowat
wypadkowg wszystkich kosztow zwigzanych z wyprodukowaniem, transportem
i montazem elementu.

W pracy skupiono si¢ na optymalnym doborze wysokosci belki przy zatozo-
nym stopniu zbrojenia oraz ustalonych warunkach obciazeniowych.

2. Algorytm obliczeniowy
2.1. Zatozenia obliczeniowe

Analizie podlega jednokierunkowo zginana belka zelbetowa o przekroju prosto-
katnym. Na rys. 1 pokazano oznaczenia wymiaréw przekroju poprzecznego.
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Rys. 1. Przekrdj poprzeczny.
2.2. Stan graniczny nosnosci

2.2.1. Zginanie
W pierwszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ zasieg efektywnej wysokosci strefy

Sciskanej £, w betonie.
(1)

f o A(fd) Aslfyd _Asz vd
708 fubh

Jezeli spetniony jest warunek &, < ¢ . to zbrojenie A jest w peini wykorzy-
to zbrojenie A nie jest w pelni wykorzystane.

stane. Natomiast jezeli £, > & ..,
Nosnos¢ elementu zginanego opisuje funkcja (2):
jezeli: §€ﬁ < 56_”..“",

My = A, (d—a,)f, jeseli: ¢, < 2%

My, =&, (1 - O’SSeff')dzbf;'d +d,(d—a,)f,

w przeciwnym przypadku:
{MRd = ge_[fllim (1 -0, ng[f.lim ) dzbfcd (2)

gdzie (oznaczenia we wzorach 11 2): a,, b, d - wymiary geometryczne okreslone na
rysunku nr 1, f,, — obliczeniowa wytrzymato$¢ betonu na $ciskanie, f,, — charakte-

rystyczna wytrzymato$¢ betonu na Sciskanie, f, , - obliczeniowa granica plastyczno-
Sci stali zbrojeniowej, A(f,,) — wspo6tczynnik okreslajacy efektywng wysokos¢ strefy

Sciskanej (opisany formutg (3)).
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0 jezeli: f, <50MPa

A fx)=0,8—=1 1, —50MPa
: & w przeciwnym przypadku

400MPa P ym PP )

2.2.2. Scinanie

Poniewaz analizowany w pracy problem dotyczy optymalnego doboru wyso-
kosci przekroju poprzecznego przy zatozonym stopniu zbrojenia podtuznego nie
wymiarowano zbrojenia poprzecznego.

Sprawdzeniu podlega tylko no$nos¢ przekroju ze wzgledu na Sciskanie betonu
powstajace przy Scinaniu w elementach zginanych (funkcje 4 i 5). Warunek (5)
musi zosta¢ spetniony, gdyz w przeciwnym przypadku dosztoby do zmiazdzenia
betonu.

v= 0,6[1——ka ] (4)
250MPa
Vg =0,5bd v [, (5)

2.3. Stan graniczny uzytkowania
2.3.1. Ugiecia
Graniczny moment rysujacy okresla rownanie (6).

2
pI

M cr - fctm 6

(6)

Sztywnosc¢ elementu zelbetowego w funkgji granicznego momentu rysujacego
przedstawia funkcja (7).

jezeli: M, > M,
Ec,effjll
2
B, = M 1
172 Mk 11
w przeciwnym przypadku:
{Ec.e[]'ll (7)

gdzie: B, — wspotczynnik zalezny od przyczepnosci pretow, B, — wspotczynnik
zalezny od czasu dzialania i powtarzalnosci obciazenia, E_ . — efektywny modut
sprezystosci betonu, I, — sprowadzony moment bezwtadnosci w fazie I (przekroju
niezarysowany), I, — sprowadzony moment bezwladnosci w fazie II (przekroju
zarysowany), M, — charakterystyczny moment zginajacy.

Ugiecie elementu zelbetowego wyznacza sie za pomocg funkcji (8).
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M,
a=a,— (8)

oo

2.3.2. Szerokos¢ rozwarcia rys

Szerokos¢ rozwarcia rys ukosnych przy podporach Scisle zalezy od przyjetego
rozstawu strzemion. Poniewaz zadanie optymalizacyjne nie uwzglednia wymiaro-
wania zbrojenia poprzecznego, zostanie pominiete sprawdzenie szerokosci rozwar-
cia rys ukos$nych.

Szerokos¢ rozwarcia rys prostopadtych wyznacza sie za pomocg réwnania (9):

o
_ s
W = ﬁsrm F

s

MCV ’
1— /8162 [M_A] (9)

gdzie: B — wspolczynnik wyrazajacy stosunek obliczeniowej szerokosci rysy do
szerokosci Sredniej, o, — naprezenie w zbrojeniu rozcigganym, obliczonym w prze-
kroju przez ryse, E. — modut sprezystosci stali zbrojeniowej, s, — Sredni rozstaw rys
wyznaczony zgodnie z rGwnaniem (10):

rm

s, = 50mm-+0,25kk, = (10)
gdzie: ¢ — $rednica preta [mm], p, — efektywny stopienr zbrojenia, k, — wspotczynnik
zalezny od przyczepnosci pretow, k, — wspotczynnik zalezny od rozktadu odksztat-
cen w strefie rozcigganej.

3. Optymalizacja
3.1. Opis metody optymalizacyjnej

Zastosowana w obliczeniach metoda stanowi potgczenie metody gradientu
prostego oraz iteracyjnego rozwigzania sformutowanego problemu optymalizacyj-
nego. W ogdélnosci zastosowanie metody mozna opisaé w 6 krokach:

1. Matematyczny zapis funkcji opisujacych rozwazane zadanie optymaliza-
cyjne.

2. Ustalenie funkgji celu oraz zmiennych decyzyjnych.

3. Okreslenie ograniczen optymalizacyjnych.

4. Ustalenie punktu startowego optymalizacji oraz kierunku poszukiwan
rozwiazania.

5. Opis funkcji przyrostowe;.
6. Iteracyjne znalezienie rozwigzania spetniajacego zadane kryteria optymali-
zacyjne.

3.2. Zalozenia optymalizacyjne

Za funkcje celu w zadaniu optymalizacyjnym przyjeto objetos¢ elementu.
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f:fAC (x)dx (11)

gdzie: A (x) — pole przekroju poprzecznego w funkcji dtugosci elementu L.

Optymalizacja polega na doborze wysokosci (statej wzdtuz osi belki), ktora
minimalizuje ustalong funkcje celu (11) oraz spetnia wszystkie przyjete ogranicze-
nia.

Obliczenia przeprowadzane sg dla ustalonych danych:

e szerokosci i dtugosci belki,

e obcigzenia,

e stopnia zbrojenia.

Za punkt startowy optymalizacji przyjeto minimalng wysokos¢ przekroju
poprzecznego uwarunkowang narzuconymi ograniczeniami geometrycznymi. Przy-
jeto skokowy przyrost zmiennej decyzyjnej w obrebie jednej petli obliczeniowe;j.
Kierunek przyrostu Ah zalezy od spetnienia warunkéw nosnosci i uzytkowalnosci
(1+10) i jest okreslany w zaleznoSci od uzyskanego wyniku weryfikacji no$nosci
przekroju. Dodatkowo wartos$¢ przyrostu Ah maleje wraz z kolejnymi fazami obli-

czen. Ponizej przedstawiono w uproszczony sposéb funkcje okreslajaca gradien-
towa zmiane wysokosci przekroju (12).

Ah =0
dopoki|wN, =N, | > A

Ah, =0,5h_

N |AR, —Ah, |if WN, > 1
—oh —|an, ~Ah, | it WN, <1

przerwij jezeli: p > p, . (12)

gdzie: A —ustalone kryterium zbieznosci, p —numer fazy obliczeniowej, p, —maksy-
malna ustalona ilos¢ faz obliczeniowych, WN, — zbior warunkow obliczeniowych
wynikajacych z analizy stanéw granicznych dla p-tej fazy obliczeniowe;j.

Na podstawie powyzszych zatozen zostat napisany program komputerowy,
ktéry umozliwia znalezienie rozwigzania optymalnego dla rozwazanego zagad-
nienia. Algorytm zostat zapisany w srodowisku programu Mathcad. Wymieniony
program do obliczenr matematycznych umozliwia czytelny zapis procedury oblicze-
niowej oraz szybkie rozwigzywanie réwnan macierzowych.
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4. Wyniki

4.1. Zalozenia obliczeniowe

Dane przyjete do obliczen:

* Beton: C35/45 (f,, = 35 MPa, ., = 25 MPa),

e Stal zbrojeniowa: A-IIIN (fy . =420 MPa),

e Srednica zbrojenia podtuznego: ¢ = 16 mm,

e Srednica zbrojenia poprzecznego: ¢, = 8 mm (strzemiona czterocigte),

e Konstrukcyjne zbrojenie w strefie Sciskanej: 4¢16,

e Otulina zbrojenia: 30 mm,

e Ugiecie dopuszczalne: L/250.

Obliczenia przeprowadzono dla zmiennej decyzyjnej okreslonej w zakresie:

e wysokos¢ k2 € [300; 2000] [mm].

W celu sformutowania zalecen praktycznych przeprowadzono wielokrotne
obliczenia belek o zr6znicowanej dtugosci, szerokosci oraz dla réznych wartosci
obcigzen zewnetrznych. Przyjeto zakresy oraz przyrost zmiennych:

e dtugosci analizowanych elementow:

- L e [6; 12] [m],
-AL = 0,5 m,
e szeroko$¢ przekroju poprzecznego:
- b € [0,3; 0,8] [m],
- Ab =0,05 m,
e charakterystyczne obcigzenia zewnetrzne:
- q € [30; 100] [kN/m],
- Agq =5 kN/m.

Napisany algorytm komputerowy automatycznie uwzglednia ciezar analizo-

wanej belki. W obliczeniach zatozono, ze 60% obcigzenia zewnetrznego stanowig

obcigzenia zmienne. Z powyzszego wynika wspoéiczynnik obliczeniowy ustalony
dla zatozonych obcigzen y = 1,45.

Dodatkowo wszystkie powyzsze obliczenia przeprowadzono dla stopni zbro-
jenia podtuznego w strefie rozciaganej (A ,) przyjetych z przedziatu:
-pE [0,5, 2’5] [%],
-Ap=0,1 %.
Obliczenia przeprowadzono dla dwoch wariantow:

e Wariant A — analizowany przekrdj spetnia wszystkie warunki nosnosci i uzyt-
kowalnosci.

e Wariant B — analizowany przekrdj spetnia tylko warunki nosnosci; stan
graniczny uzytkowalnosci nie wptywa na dobér wysokosci przekroju
poprzecznego.

Ponizej w tabeli 1 pokazano przyktadowe wyniki dla belki o dtugosci 10 m,

szerokosci 0,4 m oraz obcigzenia zewnetrznego g = 50 kN/m (wariant A).

Komplet wynikéw obliczen jest zbyt obszerny, zeby bylo mozliwe jego
zamieszczenie.
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Tabela 1. Wyniki obliczent optymalizacyjnych (L = 10 m, b = 0,4 m, ¢ = 50 kN/m) (wariant A).

Stopien  Wysokos¢ ~ Warunek no- Warunek no$no- Warunek Warunek
zbrojenia optymalna $nosci zbrojenia $ci na Scinanie  uzytkowania uzytkowania
zginanego (ugiecie) (zarysowanie)
[%] [m] [] [-] [-] [-]
0,5 1,21 0,999 0,151 0,514 0,554
0,6 1,10 0,999 0,163 0,603 0,552
0,7 1,02 0,991 0,175 0,680 0,542
0,8 0,95 0,996 0,186 0,769 0,541
0,9 0,90 0,985 0,195 0,837 0,528
1,0 0,85 0,996 0,206 0,929 0,528
1,1 0,82 0,978 0,213 0,975 0,510
1,2 0,80 0,948 0,218 0,996 0,484
1,3 0,79 0,903 0,220 0,986 0,452
1,4 0,78 0,867 0,223 0,982 0,425
1,5 0,77 0,837 0,226 0,981 0,403
1,6 0,76 0,812 0,228 0,985 0,384
1,7 0,75 0,791 0,231 0,991 0,366
1,8 0,75 0,754 0,231 0,962 0,341
1,9 0,74 0,740 0,234 0,973 0,328
2,0 0,73 0,729 0,237 0,987 0,317
2,1 0,73 0,701 0,237 0,963 0,299
2,2 0,72 0,694 0,240 0,981 0,291
2,3 0,72 0,671 0,240 0,960 0,276
2,4 0,71 0,667 0,243 0,981 0,270
2,5 0,71 0,648 0,243 0,962 0,258

W tabeli pogrubiono wartosci, ktore zadecydowaty o przyjeciu wysokosci
przekroju poprzecznego. Z powyzszej tabeli wynika, ze dla analizowanej belki przy
stopniu zbrojenia w strefie rozcigganej p > 1,1 % o wymiarach przekroju decyduje
stan graniczny uzytkowalnosci (ugiecia). Stan graniczny zarysowania oraz stan
graniczny no$nosci z uwagi na zmiazdzenie betonu przy Scinaniu nigdy nie jest
warunkiem decydujacym o rozwigzaniu optymalnym.

Dodatkowo w tabeli 2 pokazano wyniki dla wariantu obliczeniowego B.

Ponownie na dobor optymalnej wysokosci nie ma wptywu warunek no$nosci
na Scinanie. Tabela 2 bardzo dobrze obrazuje wptyw zastosowanego stopnia zbro-
jenia na ugiecie belki. Dla stopnia zbrojenia 2,5 % obliczone ugiecie jest prawie
dwukrotnie wieksze od dopuszczalnego.

4.2. Zalecenia praktyczne

Lacznie wyznaczono wysoko$¢ optymalng dla 45045 belek o zr6znicowanej
dtugosci, szerokosci, stopniu zbrojenia oraz obcigzeniu zewnetrznym. Wszystkie
obliczenia przeprowadzono w dwéch wariantach, co daje tacznie 90090 wyznaczo-
nych rozwigzan optymalnych. Na podstawie uzyskanych wynikéw sformutowano
zalecenia praktyczne doboru optymalnej wysokosci belki zelbetowe;.
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Tabela 2. Wyniki obliczent optymalizacyjnych (L = 10 m, b = 0,4 m, g = 50 kN/m) (wariant B).

Stopien  Wysokos¢ ~ Warunek no- Warunek no$no- Warunek Warunek
zbrojenia optymalna  $nosci zbrojenia $ci na Scinanie  uzytkowania uzytkowania
zginanego (ugiecie) (zarysowanie)
[%] [m] [-] [-] [-] [-]
0,5 1,21 0,999 0,151 0,514 0,554
0,6 1,10 0,999 0,163 0,603 0,552
0,7 1,02 0,991 0,175 0,680 0,542
0,8 0,95 0,996 0,186 0,769 0,541
0,9 0,90 0,985 0,195 0,837 0,528
1,0 0,85 0,996 0,206 0,929 0,528
1,1 0,82 0,978 0,213 0,975 0,510
1,2 0,78 0,995 0,223 1,074 0,513
1,3 0,75 0,999 0,231 1,152 0,509
1,4 0,73 0,986 0,237 1,198 0,494
1,5 0,71 0,980 0,243 1,252 0,478
1,6 0,69 0,980 0,250 1,317 0,467
1,7 0,67 0,985 0,257 1,393 0,459
1,8 0,65 0,996 0,265 1,481 0,455
1,9 0,64 0,982 0,269 1,509 0,439
2,0 0,63 0,972 0,273 1,542 0,426
2,1 0,61 0,996 0,282 1,660 0,429
2,2 0,60 0,992 0,287 1,706 0,420
2,3 0,59 0,990 0,291 1,757 0,413
2,4 0,58 0,992 0,296 1,814 0,407
2,5 0,57 0,996 0,302 1,877 0,402

Wspoblczesnie powszechnym rozwigzaniem jest stosowanie odwrotnego ugie-
cia wstepnego, ktore zmniejsza ugiecie obliczone do wartosci dopuszczalnej. Projek-
tujac element przy dopuszczeniu przekroczenia ugiecia dopuszczalnego (wariant B
obliczen) nalezy przyjmowac wysokos¢ belek zgodnie z formutg (13).

h= 0,00284L%%/|1—b| +0,035 [m] (13)
p

gdzie: p — stopien zbrojenia w strefie rozciaganej (A,,) [-], b — szeroko$¢ w [m], L —
dtugos¢ w [m], g — obcigzenie zewnetrzne w [kN/m].

Dla przyktadu na rys. 2 pokazano zmiane warunku uzytkowania z uwagi na
stan graniczny ugiecia w funkcji stopnia zbrojenia oraz obcigzenia zewnetrznego
dla belek o szerokosci b = 0,4 m.

Nalezy zwroécic¢ uwage, ze dla duzych stopni zbrojenia oraz matych obcigzen
zewnetrznych ugiecie obliczone przekracza dwukrotnie warto$¢ dopuszczalng. Tak
duzego ugiecia nie mozna niwelowac strzatka wstepnego ugiecia. Wynika z tego
wniosek, ze projektujac elementy o duzym stopniu zbrojenia nalezy zwiekszy¢
optymalng z uwagi na no$nos¢ wysokos¢ belki w celu ograniczenia ugiecia oblicze-
niowego do wartosci, ktora wraz z dopuszczalng przeciwstrzatka zapewni spelnie-
nie stanu granicznego uzytkowalnosci.
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stopien zbrojenia
Rys. 2. Warunek uzytkowania WU (ugiecia).

Jednak nie kazda linia technologiczna ma mozliwo$¢ wyprodukowania
elementu zelbetowego z wstepng strzatka ugiecia. Z tego wzgledu sformutowano
zalecenia praktyczne (14), ktére gwarantujg optymalny doboér wysokosci belki,
ktoéra bedzie spetnia¢ zarowno warunki stanu granicznego nosnosci jak i stanu
granicznego ugiecia.

e
h= 0,00283L£(|1—b|) 340,073 [m] (14)

Jr

Wszystkie zalecenia zostaly podane dla stali zbrojeniowej A-IIIN, ktora jest
najpowszechniej stosowang klasg stali przy produkcji prefabrykowanych elemen-
tow zelbetowych. Zalecenia mozna natomiast skutecznie odnies¢ do dowolnej
klasy betonu, gdyz dla elementéw zginanych klasa betonu ma niewielki wpltyw
przy okreslaniu optymalnej wysokosci przekroju.

Nalezy pamicgtac, ze przyjecie wymiaréw geometrycznych w oparciu o prezen-
towane zalecenia nie zwalnia projektanta od szczegdtowej weryfikacji projektowa-
nego elementu.

5. Wnioski

Przed przystapieniem do projektowania belek zelbetowych nalezy przeanali-
zowac koszty zwigzane z wykonaniem i przetransportowaniem danego elementu.
Wstepna analiza kosztowa pozwala zaprojektowac element, ktéry bedzie opty-
malny. Powyzsza analiza ma zdecydowanie wigksze znaczenie w przypadku elemen-
tow prefabrykowanych, dla ktorych minimalizacja zuzycia stali zbrojeniowej nie
zawsze oznacza zmniejszenie kosztow.

W pracy przedstawiono gradientowo-iteracyjng metode optymalizacji belek
zelbetowych. Na podstawie wynikow uzyskanych z wielokrotnych obliczen
sformutowano zalecenia praktyczne doboru optymalnej wysokosci przekroju
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poprzecznego. Dobor gabarytow elementu w oparciu o powyzsze zalecenia umozli-
wia znaczace zmniejszenie czasu potrzebnego do znalezienia optymalnego ksztattu
projektowanej belki.

Prezentowana metode gradientowo-iteracyjna obliczen optymalizacyjnych
mozna ponadto skutecznie zastosowac¢ do obliczen innych elementéw konstruk-
cyjnych.
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Optimal height of free-ends prefabricated reinforced
concrete beam with rectangular cross-section
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Abstract: This paper concerns the optimal modelling of free-ends prefabrica-
ted reinforced concrete beams. The article focuses on the selection of the optimal
height of the cross-section at a fixed length, width, level of reinforcement of the
element and the set of external loads. By applying gradient-iterative method it was
possible to conduct multiple optimization calculations. Optimal beam height was
formulated based on calculation results.
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