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Streszczenie: W pracy omowiono zastosowanie metody wielostrzatlowej pod
katem uzycia jej do analizy statecznosci niepryzmatycznych stupéw przegubowo-
przegubowych o skokowo zmiennej sztywnosci, obcigzonych sita skupiona przy-
fozong do gornego wezta. Przedstawiono wyniki analiz numerycznych dla przy-
ktadowego trzysegmentowego stupa, rozwigzujac ukiad réwnan rézniczkowych
o zmiennych wspoétczynnikach z parametrem. Otrzymane wyniki poréwnano
z rozwigzaniem uzyskanym za pomocg programu SOFiSTiK bazujacego na metodzie
elementoéw skonczonych. Z przeprowadzonych analiz wynika, ze uwzglednienie
zmian sztywnosci na dlugosci moze w istotny spos6b wplynac¢ na wartosci obcig-
zen krytycznych i w konsekwencji zmieni¢ nosnos¢ stupa. Zaleta zaproponowane;j
metody jest jej wysoka efektywnos¢ oraz tatwos$¢ opisu zmian sztywnosci.

Stowa kluczowe: analiza statecznosci, niepryzmatyczne stupy wielosegmen-
towe, metoda strzatow.

1. Wprowadzenie

Wspotczesne tendencje projektowe do poszukiwania oryginalnych form archi-
tektonicznych w potgczeniu z nowoczesnymi metodami wytwarzania powoduja, iz
konstrukcje przybierajg coraz to bardziej wyszukane ksztatty. Réwniez materiat nie
jest ograniczeniem, a wrecz stosuje si¢ rozne jego kombinacje, tworzac elementy
hybrydowe. Czynniki te komplikujg niekiedy projektowanie, utrudniajgc racjo-
nalne zwymiarowanie konstrukcji. Problemoéw nastrecza okreslenie realnych warto-
$ci wspotczynnikow diugosci wyboczeniowej i zwichrzeniowe;.

Trudnosci w uzyskaniu Scistych rozwigzan wymuszaja korzystanie z metod
przyblizonych. Powszechnie w rozwigzaniach zagadnien statecznosci wykorzy-
stuje sie metode elementéw skonczonych, ktoéra w przypadku wielosegmentowego
preta o silnie zmieniajgcym sie na dtugosci przekroju poprzecznym, wymusza gesty
podziat na elementy skonczone. W pracy zaproponowano alternatywne podejscie
bazujace na rozwigzaniu uktadu réwnan rézniczkowych osi odksztatconej preta
z wykorzystaniem metody wielostrzatowej. Umozliwia ona rozwigzywanie uktadow
zwyczajnych rownan rézniczkowych na drodze numerycznego catkowania. Jej dobra
efektywnos¢ pozwala na analizowanie szerokiego zakresu probleméw spotykanych
w budownictwie. Pai i Palazotto [1], analizujac duze przemieszczenia elastycznych
belek, wykorzystali metode wielostrzatowg, podajac rozwigzania statyczne dla
réznych warunkéw podparcia i obcigzenia. Uproszczong wersje metody strzatow
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zastosowat Chen [2] do rozwigzania rdbwnania rézniczkowego opisujacego drgania
wiasne sciskanego preta niepryzmatycznego. Li i Zhou [3] zastosowali metode strza-
16w do analizy nieliniowych drgan kotowych ptyt ortotropowych. Ribeiro [4] opisat
drgania wymuszone harmonicznie belek i ptyt z uwzglednieniem nieliniowosci
geometrycznych. Ibrahim i in. [5] zaproponowali zmodyfikowana metode strzatow
do wyznaczenia odpowiedzi dynamicznych izotropowych i kompozytowych belek
zakrzywionych wzbudzanych okresowo zmienng sita skupiong. W pracy [6] Glabisz
przedstawil rozwigzania problemu statecznosci oraz drgan wtasnych pretow niepry-
zmatycznych za pomoca metody jednostrzatowej z wykorzystaniem programu
Mathematica. Razem z Hotubowskim w [7] opisat wplyw wypuklosci niepryzma-
tycznych stupéw drewnianych na wartosci obcigzen krytycznych i ich nosnosci.
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Rys. 1. Schemat analizowanych stupow.

2. Sformutowanie problemu

Omawiane w artykule stupy (rys. 1) przeanalizowano jako podparte obustron-
nie przegubowo, zaktadajac, w ogblnym przypadku, dowolna liczbe segmen-
tow, z ktorych kazdy moze by¢ wykonany z innego materiatu (stal, aluminium,
drewno, zelbet). Poszczegolne czesci stupa moga sie taczyc ze sobg w sposob ciagly
lub skokowy, a moment bezwtadnosci kazdej z nich opisany jest dowolna funkcja
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ciagta zalezna od zmiennej geometrycznej x. Zatozono, ze os podtuzna preta prze-
biega przez Srodki ciezkosci przekrojow poprzecznych. Obcigzenie stanowi pionowa
sita skupiona przytozona osiowo do gérnego wezta stupa. Przyjeto, ze kierunek tej
sity pozostaje pionowy réwniez po wyboczeniu sie stupa. Ze wzgledu na niewielki
wplyw na wartos¢ sity krytycznej, ciezar wtasny pominieto.

3. Analiza statecznosci z wykorzystaniem metody
wielostrzatowej

Roéwnania rézniczkowe opisujace 0§ odksztatcona stupa w poszczegdlnych
segmentach majg nastepujaca postac [8]

E[l (x)z(x)+ Pz (x)=0, dlaxe(x,x,)]

E,I, (x) zz”(x)—i—Pz2 (x) =0, dlaxe [xz, x3]

El, (x)z)(x)+Pz,(x)=0, dlax€lx,x,,] (1)
gdzie n jest liczbg segmentow, E modulem Younga, I (x) funkcjg opisujaca

przebieg zmiennosci momentu bezwtadnosci na dlugosci segmentu, zas P silta

Sciskajacg. Ciaglos¢ stupa w punktach styku segmentow zapewniajg warunki

z(x)=2(x,) oraz  z/(x,)=1z(x,),
z (%) =z (x,) oraz  z(x)=1z(x,),
z,,(x,)=2z(x,) oraz z, (x)=1z(x,). 2)

W zagadnieniach stateczno$ci warunki brzegowe wynikajgce ze sposobu
podparcia preta, sg zwykle okreslone w r6znych punktach dziedziny rozwigzania, co
uniemozliwia bezposrednie numeryczne catkowanie rownan (1). Podobna sytuacja
wystepuje w przypadku analizowanego przegubowo-przegubowego stupa pokaza-
nego na rys. 1, dla ktérego mozemy zapisa¢ dwa warunki kinematyczne

2(0)=0 (3.1)

z,(h)=0 (3.2)

okreslone w dwoéch roznych punktach — w wezle poczatkowym i koncowym
stupa. Aby umozliwi¢ rozpoczecie procedury numerycznego catkowania przyjeto, ze
kat obrotu stupa u jego podstawy jest znany i wynosi

2(0)=1 (4)

Zatozenie to w zaden sposob nie wplywa na wartoSc sity krytycznej, stanowi
jedynie pewna szczegblng normalizacje postaci wyboczenia. Uzyskanie nietry-
wialnego rozwigzania ktéregokolwiek z rownan (1) przy jednoczesnym zachowa-
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niu warunkoéw cigglosci (2) jest rownoznaczne z wyboczeniem sie stupa lub jego
czesci. Forme utraty statecznosci opisuje zbior funkgji z,(x), z,(x), ..., z (x). Nieze-
rowe rozwigzania rownan (1) mozna uzyska¢ wykorzystujac wielostrzatowg wersje
metody strzatow.

Idea metody strzatow [6], [9], [10] polega na zastgpieniu zagadnienia brzego-
wego przez zagadnienie poczatkowe. W analizowanym przypadku, po wprowadzeniu
warunku normalizacji, zagadnienie poczatkowe opisujg warunki (3.1) i (4). Proce-
dura poszukiwania obcigzenia krytycznego (pierwszego i kolejnych) bedzie zatem
polegaé na takim doborze wartosci sity P, aby spetniony byt warunek (3.2). Poniewaz
funkcja opisujaca sztywnoSc¢ gietna stupa nie jest ciggta na dtugosci rozpatrywanego
przedziatu catkowania, wyodrebniono podprzedziaty o dlugosciach odpowiadaja-
cych dtugosciom segmentéw stupa, w ktorych moment bezwtadnosci zmienia sie
w sposob ciagly. Nastepnie wyznaczono szereg rozwigzan réwnan rézniczkowych (1)
— strzatow — dla r6znych wartosci parametru P w obrebie kazdego z podprzedziatow,
zachowujac jednocze$nie warunki ciggtosci (2) na granicach. Wartosci wspotczyn-
nika P, dla ktorych spetniony jest warunek (3.2), s3 poszukiwanymi obcigzeniami
krytycznymi. Opisany schemat procedury wyznaczania sit krytycznych zilustrowano
na rys. 2, gdzie liniami przerywanymi oznaczono nieudane — z uwagi na niespetnie-
nie warunku konicowego — proby doboru parametru P.
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Rys. 2. Graficzna interpretacja metody wielostrzatowe;j.

4. Analizy numeryczne

Za obiekt badan postuzy trzysegmentowy, przegubowo-przegubowy stup
pokazany na rys. 3 obcigzony sitg skupiong przytozona do gérnego wezta. Zmienny
na wysokosci przekr6j poprzeczny stupa jest kotowy. Funkcje opisujgce zmiany
promienia w dolnym i gornym segmencie sa wielomianami czwartego stopnia,
natomiast segment srodkowy jest pryzmatyczny. Przyjeto, ze caty stup jest wyko-
nany z drewna klasy C22, zatem modut sprezystosci w kazdym segmencie jest staty
i zgodnie z postanowieniami norm PN-EN 1995-1-1:2010 [11] i PN-EN 338:2011
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[12] wynosi E, ; = 6,7 GPa. Biorgc pod uwagg, ze moment bezwtadnosci przekroju
kotowego jest okreslony wzorem: I(x) = nr*(x)/4, funkcje opisujace przebieg zmian
sztywnoSci gietnej w skrajnych segmentach sg wielomianami szesnastego stopnia,
natomiast w strefie centralnej sztywnos¢ stupa jest stata

E I (x)=16757 (0,1500 —0,0155x+0,1161x* —0,1071x" +0,0317x" )4 [MNm?]
E,I,(x)=134,7115 [MNm?] (5)

E,Iy(x)=16757 (14,7283 —12,6125x +4,0957x* —0,5895x" 4 0,0317x* )4 [MNm?]

Po podstawieniu relacji (5) do rownan (1) i uwzglednieniu warunkow cigglosci
w punktach styku segmentéw (2) oraz warunkéw brzegowych (3.1) i (3.2) wyni-
kajacych ze sposobu podparcia stupa, otrzymuje sie uktad trzech réwnan réznicz-
kowych o zmiennych wspoétczynnikach z parametrem P. WartoSci parametru P,
bedace kolejnymi poziomami obcigzen krytycznych, wyznaczono na podstawie
sformutowanego w poprzednim punkcie algorytmu metody wielostrzatowej, przy
czym numeryczne catkowanie rownan rézniczkowych przeprowadzono za pomoca
programu Mathematica.

5,50m

Rys. 3. Schemat statyczny rozpatrywanego stupa.

Na rys. 4 przedstawiono wykres funkgji z,(x = 5,50m) zaleznej od parametru P,
opisujacej przemieszczenie gornego wezta stupa w miejscu jego podparcia. Poniewaz,
zgodnie z warunkiem (3.2), przemieszczenie w tym punkcie musi by¢ rowne zeru,
dlatego tez pierwiastki funkcji z,(x = 5,50 m) s3 poszukiwanymi warto$ciami obcig-
zen krytycznych. Przebieg funkcji z,(x = 5,50 m) ma charakter zanikajacy z pulsacja,
co powoduje, ze przyrosty kolejnych sit krytycznych sg coraz to wigksze, przy czym
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przesuniecie wykresu ku gorze sprawia, ze dwie kolejne wartosci obcigzen krytycz-
nych sg zblizone. W tab. 1 zestawiono osiem pierwszych sit krytycznych analizowa-
nego stupa, podajac w kolumnie 3 wartosci obliczone za pomocg programu SOFi-
STiK, bazujacego na metodzie elementoéw skonczonych. Btad wzgledny pomiedzy
uzyskanymi wynikami nie przekracza 0,5%. Tak dobrg zbiezno$¢ obu rozwigzan
otrzymano dopiero przy podziale stupa na 52 ptaskie, pretowe elementy skonczone
o trzech stopniach swobody w wezle. Czas obliczen w obu modelach jest zblizony
i wynosi kilka sekund. Na rys. 5 pokazano trzy pierwsze formy utraty statecznosci
analizowanego stupa, o ksztatcie zblizonym do postaci wyboczeniowych przegubo-
wo-przegubowego preta pryzmatycznego. Zwiekszenie sztywnosci stupa w strefie
centralnej, skutkuje znacznym (w przypadku pierwszej postaci ponad czterokrot-
nym) zwiekszeniem wartosci obcigzenia krytycznego, w stosunku do preta o statym
promieniu przekroju poprzecznego r = 0,15 m, stanowigcego rdzen analizowanego
stupa — patrz tab. 1.

z,(5,50) [m]
1,00
0,80

0,60

0,40

0,20
/ P [MN]

0

20\/ 40 60 \-/80 100 120 140 160

0,20

-0,40
Rys. 4. Wykres funkcji przedstawiajacej punkty trafien ostatniej serii strzatow.
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Rys. 5. Trzy pierwsze postacie wyboczenia i odpowiadajace im sity krytyczne.
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Tabela 1. Wartosci sit krytycznych w [MN].

Rozpatrywany stup Rdzen stupa

Nr PkrMathematica PkrSOFiSTiK Pk;

1 3,498 3,510 0,869

2 7,675 7,686 3,477

3 24,901 24,994 7,823

4 32,944 33,043 13,907

5 65,972 66,222 21,729

6 79,099 79,360 31,290

7 125,504 125,981 42,589

8 144,663 145,181 55,627

5. Wnioski

Zaproponowana wielostrzatowa metoda analizy statecznosci pretoéw niepry-
zmatycznych o skokowo zmiennej sztywnosci pozwala wyznacza¢ wartosci obcig-
zen krytycznych dowolnie uksztattowanych stupéw przegubowo-przegubowych,
obcigzonych sitg skupiona przytozona do gornego wezta. W rozwazanym przykta-
dzie przyjeto, ze caty stup wykonany jest z tego samego materiatu, lecz przedsta-
wiona metoda umozliwia efektywne badanie znacznie bardziej ztozonych przypad-
koéw, gdy nie tylko moment bezwtadnosci, ale takze modut sprezystoSci zmienia
sic w sposob funkcyjny w obrebie poszczegblnych segmentéw. Z przeprowadzo-
nych analiz numerycznych wynika, ze uwzglednienie zmian sztywnosci na dtugosci
moze w istotny sposéb wptyngé na wartos¢ sity krytycznej, co w konsekwencji
moze zwigkszy¢ no$nos¢ stupa [7]. Bardzo dobra zgodnos¢ otrzymanych wynikéw
z warto$ciami uzyskanymi w programie SOFiSTiK potwierdza poprawno$¢ sformu-
towanego algorytmu. Zaletag metody wielostrzalowej, w stosunku do powszechnie
stosowanej metody elementéw skonczonych, jest tatwos¢ opisu zmian sztywnosci
oraz unikniecie koniecznosci gestego podziatu uktadu na elementy, niezbednego
w przypadku, gdy funkcja okreslajaca przebieg zmian sztywnosci jest szybko-
zmienna. Mozliwe jest rowniez wykorzystanie metody strzatéw do rozwigzywania
zagadnien stateczno$ci stupoéw o innych, niz przyjeto w przyktadzie, warunkach
podparcia, co pokazano w pracy [6].
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Multiple shooting method in stability analysis of
non-prismatic multi-segment columns
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Abstract: The application of multiple shooting method in stability analysis
of non-prismatic multi-segment columns with pinned ends loaded with a concen-
trated force applied to the upper node has been presented. Numerical analyses
were carried out for an exemplary three-segment column by solving the system
of differential equations with variable coefficients and parameter. The results were
compared with the solution obtained by using SOFiSTiK software based on the
finite element method. The analyses show that considering the stiffness changes
along the length can have a significant influence on the values of critical loads and
thus change the resistance of the column. The advantage of the proposed method is
its high efficiency and easy description of stiffness changes.

Keywords: stability analysis, non-prismatic multi-segment columns, shooting
method.



