
Budownictwo i Architektura 12(3) (2013) 193-200 
 
 

Oszacowanie warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci 
betonu na ciskanie wed ug aktualnych zalece  normowych 

Izabela Skrzypczak1 
1 Katedra Geodezji i Geotechniki, Wydzia  Budownictwa i In ynierii rodowiska,  

Politechnika Rzeszowska, e–mail: izas@prz.edu.pl  
 
Streszczenie: Stosowanie odwiertów rdzeniowych jest integraln  cz ci  oceny ist-

niej cych konstrukcji, które maj  by  modernizowane, przeprojektowywane lub zosta y 
uszkodzone. Oceny wyników bada  i szacowania warto ci charakterystycznych wytrzyma-
o ci na ciskanie mo na wykona  wed ug metody statystycznej zaproponowanej w 

za czniku D do normy PN-EN 1990, a tak e wed ug PN- EN 13791. Procedury, zalecane 
w obu dokumentach ró ni  si  od siebie, co mo e prowadzi  do ró nych oszacowa  
warto ci charakterystycznych. Zweryfikowano, e warto ci wytrzyma o ci charaktery-
stycznej na ciskanie, okre lone wed ug obydwu norm s  do siebie zbli one.  

Warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci na ciskanie okre lono w odniesieniu do 
obecnie obowi zuj cych zalece  normowych zawartych w PN-EN 13791 i PN-EN 1990 - 
Za cznik D. 

S owa kluczowe: beton, wytrzyma o  charakterystyczna, oszacowanie, zalecenia 
normowe 

1. Wprowadzenie 
Stosowanie odwiertów jest integraln  cz ci  sprawdzania wiarygodno ci istniej -

cych konstrukcji betonowych lub elbetowych, co do których istniej  niepewno ci 
zwi zane z w a ciwo ciami materia ów.  Oszacowanie warto ci charakterystycznej 
wytrzyma o ci betonu w konstrukcjach na podstawie odwiertów rdzeniowych mo na 
wykona  zgodnie z norm  PN-EN 13791 [1], która opiera si  na zaleceniach zawartych 
w EN 206-1 [3], a wi c okre leniu w a ciwo ci betonu na podstawie kryteriów zgodno ci. 
Normatyw PN-EN 13791 [1] za szczególnie uzasadnione przypadki, w których oszacowa-
nie wytrzyma o ci betonu na ciskanie mo e by  dokonywane na podstawie wyników 
badania odwiertów rdzeniowych dla istniej cych obiektów, przyjmuje nast puj ce 
sytuacje: 

ocena stanu technicznego istniej cych konstrukcji, w przypadku gdy maj  by  one 
modernizowane lub przeprojektowane; 
dokonanie oceny bezpiecze stwa konstrukcji, w sytuacji gdy pojawiaj  si  w t-
pliwo ci odno nie wytrzyma o ci betonu na ciskanie w konstrukcji, spowodowa-
ne b dami wykonawczymi, uszkodzeniami po arowymi betonu b d  te  innymi 
czynnikami. 

Ocen  statystyczn  i oszacowanie warto ci charakterystycznych na podstawie bada  
przedstawia równie  Za cznik D „Projektowanie wspomagane badaniami”  do PN-EN 
1990 [2]. Zaproponowana w Za czniku procedura statystyczna jest spójna z dokumentami 
ISO 13822 [5], ISO 12491 [6] oraz PN-ISO 2394 [7].   

Metody statystyczne, stosowane w celu oszacowania warto ci charakterystycznych 
wytrzyma o ci betonu, w niektórych przypadkach, mog  by  u ywane do bezpo redniego 
szacowania warto ci projektowych, dlatego bardzo wa na jest spójno  zaproponowanych 
procedur obliczeniowych.  

Procedury zaproponowane w normach PN-EN 13791 [1] i PN-EN 1990 [2], jednak 
ró ni  si  od siebie i mog  prowadzi  do ró nych oszacowa  warto ci charakterystycznej. 
Empiryczne relacje okre lone w PN- EN 13791 [1] prowadz  do uzyskiwania  wy szych 
warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci betonu, a zatem od strony niebezpiecznej. 
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Uzyskane warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie odniesiono do 
obecnie obowi zuj cych wytycznych projektowych zawartych w PN-EN 1990 - Za cznik 
D [2] oraz PN-EN 1992 [3]. 

2. Oszacowanie warto ci charakterystycznych wed ug PN-EN 13791 
Norma PN-EN 13791 [1] przewiduje dwie ró ne procedury oceny wytrzyma o ci 

betonu na ciskanie w konstrukcji w zale no ci od liczby wyników bada . 
Norma [1] rozró nia dwa przypadki: 

Przypadek „A” - dysponujemy 15 lub wi cej wynikami bada  wytrzyma o ci wykonany-
mi na odwiertach rdzeniowych. Wytrzyma o  charakterystyczna betonu w konstrukcji fck, is 
jest mniejsz  z warto ci: 

, ( ), 2ck is m n isf f k s  (1) 

lub  

, , 4ck is is lowestf f  (2) 

gdzie: fm(n), is – wytrzyma o  rednia z n wyników bada  
 f s  – najmniejszy wynik badania wytrzyma o ci w ród n wyników bada  i , lowest
 k2 – wspó czynnik statystyczny (warto  k2 przyjmowana jest jako 1,48) 
 s – odchylenie standardowe (s powinno by  warto ci  wyliczon , lub równ  2,0 

MPa, w zale no ci od tego, która warto  jest wi ksza). 
 
Przypadek „B” - dysponujemy mniej ni  15 wynikami bada  wytrzyma o ci wykonanymi 
na odwiertach rdzeniowych (3÷14 wyników). Wytrzyma o  charakterystyczna betonu w 
konstrukcji fck, is jest mniejsz  z warto ci: 
 

, ( ),ck is m n isf f k fck, is = fm(n), is  - k (3) 

lub  

, , 4ck is is lowestf f  (4) 

gdzie:   f , f  – jak we wzorach (1) i (2) m(n), is is, lowest
k – wspó czynnik (warto  z Tabeli 1 w zale no ci od liczby wyników bada ) 

Tabela 1. Zmienna k przy ma ej liczbie wyników bada  [1] 
n k 

od 10 do 14 5 
od 7 do 9 6 
od 3 do 6 7 

 
Po ustaleniu wytrzyma o ci charakterystycznej betonu w konstrukcji fck,,is mo na za-

kwalifikowa  beton do odpowiedniej klasy zgodnej z norm  PN-EN 206-1 [4]. 

3. Oszacowanie warto ci charakterystycznych wed ug PN-EN 1990 
Przy ocenie wyników bada  zaleca si  porównanie zachowania si  próbek i postaci 

zniszczenia z przewidywanymi teoretycznie. Wszystkie znacz ce niezgodno ci w stosunku 
do przewidywanych (za o e ) nale y wyja ni  poprzez dodatkowe badania lub modyfika-
cj  (zmian ) modelu teoretycznego. 

Zgodnie z Za cznikiem D do normy PN-EN 1990 [2] zaleca si , aby ocen  wyników 
bada  przeprowadza  na podstawie metod statystycznych z wykorzystaniem istniej cych 
informacji o typie stosowanego rozk adu i zwi zanych z nim parametrów. Metoda 
wymieniona w za czniku D mo e by  stosowana tylko wtedy, gdy s  spe nione poni sze 
warunki: 

dane statystyczne (w tym informacje a priori) podane s  z okre lonych 
i wystarczaj co wiarygodnych danych ród owych; 
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dost pna jest wystarczaj ca liczba obserwacji. 
Na poziomie interpretacji oceny wyników bada  rozró nia si  trzy, g ówne kategorie: 

przeprowadza si  tylko jedno badanie (lub bardzo ma o bada ) i adna klasyczna 
statystyczna interpretacja nie jest mo liwa. W takim przypadku nale y wykorzy-
sta  szerok  wiedz  a priori zwi zan  z hipotez  o wzgl dnych stopniach wa no ci 
tej informacji i wyników bada  rozumianych jako ocena statystyczna (ocena z wy-
korzystaniem procedur Bayesa opisane w normie ISO 12491 [4], L. Brunarski [8], 
L. Czarnecki [9]); 
w celu oceny parametru przeprowadza si  wi ksz  seri  bada  i mo na wykorzy-
sta  klasyczna ocen  statystyczn . Najcz stsze przypadki z tej kategorii zosta y 
przedstawione w Za czniku D, pkt D7. W procedurze tej, jest mo liwe wykorzy-
stanie informacji a priori o parametrze, posiadanie informacji wcze niejszych jest 
mniej konieczne ni  w przypadku powy ej; 
przeprowadza si  seri  bada  w celu kalibracji modelu (jako funkcji) i jednego lub 
wi cej zwi zanych parametrów i jest mo liwa klasyczna interpretacja statystyczna. 

Za cznik D do PN EN 1990 [2] zawiera ogólne wytyczne do oceny pojedynczej 
w a ciwo ci, któr  mo e by : 

no no  wyrobu; 
w a ciwo  wp ywaj ca na no no  wyrobu. 

Wytyczne zawarte w Za czniku D zawieraj  bardzo wa n  informacj  praktyczn : 
„Tablice i wyra enia podane w D7.2 i D7.3 ustalono na podstawie nast puj cych za o e : 

wszystkie zmienne wykazuj  rozk ady normalne lub log-normalne; 
nie ma informacji wcze niejszych dotycz cych warto ci redniej; 
w przypadku, gdy Vx nieznane, nie ma wcze niejszej wiedzy o warto ci wspó -
czynnika zmienno ci; 
w przypadku, gdy Vx znane, istnieje pe na wiedza o warto ci wspó czynnika 
zmienno ci”. 

Procedury wymienione w Za czniku D normy PN-EN 1990 [2] opieraj  si  na za o-
eniu, e  znany jest rozk ad statystyczny analizowanej w a ciwo ci. Przyj cie rozk adu 

log-normalnego, ma t  zalet , e w przeciwie stwie do rozk adu normalnego umo liwia 
wyeliminowane wyst powania warto ci ujemnych. Zak ada si  równie , e nie jest znana 
wiedza a priori o redniej fm(n),is. rednia jest okre lona na podstawie wyników bada , 
zgodnie z zale no ci : 

,
1

( ),

n

is i
i

m n is

f
f

n
 (5) 

gdzie:  fis – pojedynczy wynik pomiaru wytrzyma o ci betonu na ciskanie, 
fm(n),is – rednia warto  wytrzyma o ci betonu na ciskanie w konstrukcji, uzyskana 

z n - wyników pomiarów. 
Zgodnie z za cznikiem D do normy EN 1990 [1] (a tak e normatywami ISO 12491 

[4] i PN-ISO 2394 [5]) warto  charakterystyczna wytrzyma o ci betonu na ciskanie na 
podstawie n wyników bada  mo e by  oszacowana na podstawie formu y: 

, ( ), (1 )ck is m n is n xf f k V  (6) 

gdzie: kn – warto  wspó czynnika dla 5% warto ci charakterystycznej przyj ta zgod-
nie z Tabel  D1 Za cznika D normy PN-EN 1990 [2] (warto  kn uzale niona jest od 
liczebno ci próby oraz  informacji na temat wspó czynnika zmienno ci: „Vx znane” lub „Vx 
nieznane”).  

W praktyce preferuje si  stosowanie przypadku „Vx znane” razem z konserwatywn  
górn  ocen  Vx, ni  Vx nieznane. Zaleca si  przyjmowanie warto ci Vx, je li jest ona 
nieznana, nie mniejszej ni  0,10. 

Dla oceny wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie wspó czynnik zmienno ci 
„Vx nieznane” mo na obliczy  ze wzoru: 
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( )
x

m n ,is

sV
f

 (7) 

gdzie : s – odchylenie standardowe próbki, obliczone na podstawie n - wyników ba-
da  ze wzoru: 

2
( )

1

1 (
1

n

is,i m n ,is
i

s f f
n

)  (8) 

Dolna granica warto ci charakterystycznej jest szacowana na podstawie wyników 
bada , uwzgl dniaj c poziom ufno ci przynajmniej równy 0,75. Przy braku innych 
informacji, charakterystyczn  warto  przyjmuje si  równ  0,05 kwantyla rozk adu 
normalnego [ISO 2394]. Oszacowania warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci betonu 
na ciskanie mo na wykona  zgodnie z zaleceniami zawartymi w PN-EN 1990. Zgodnie 
z norm  PN-EN 206-1 [1] wytrzyma o  charakterystyczna jest to warto  wytrzyma o ci, 
poni ej której mo e si  znale  5% populacji wszystkich mo liwych oznacze  wytrzyma-
o ci dla danej obj to ci betonu. Wielko  fck,is mo na wi c zdefiniowa  jako 5% kwantyl 

rozk adu statystycznego wytrzyma o ci betonu na ciskanie. Warto  charakterystyczn  
wytrzyma o ci betonu na ciskanie mo na okre li  jako: 

, ( ),ck is m n is nf f k s  (9) 

4. Porównanie normowych procedur obliczeniowych  
Procedury, zaproponowane w obu dokumentach ró ni  si  od siebie. W celu po-

równania metod okre lania warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci betonu na ciskanie 
wykonano obliczenia generuj c 1000 grup liczb losowych o liczebno ci n zgodnych z 
rozk adem normalnym o ró nym odchyleniu standardowym populacji i redniej 33MPa. 
Zastosowana funkcja losuj ca to standardowa funkcja rand() z j zyka C. Obliczono 
warto  wytrzyma o ci charakterystycznej dla obu kryteriów (1) i (2) oraz (3) i (4) 
zalecanych w PN-EN 13791 oraz dla metody statystycznej zaproponowanej w PN-EN 
206-1. W przypadku analiz przeprowadzonych dla metody zaproponowanej w [1] i próby 
o liczebno ci n>15 decyduj cym kryterium o warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej 
jest kryterium dla redniej. Dla odchylenia standardowego wi kszego ni  3MPa kryterium 
dla warto ci minimalnej by o warunkiem decyduj cym o warto ci wytrzyma o ci dla 
oko o 15%. 

Dla próby o liczebno ci n=3 decyduj cym kryterium okre laj cym warto  wy-
trzyma o ci charakterystycznej jest warunek dla warto ci redniej. 

Empiryczne relacje mi dzy procedurami dotycz cymi okre lania warto ci charakte-
rystycznej wytrzyma o ci betonu na ciskanie zgodnie z  PN-EN 13791 i PN-EN 1990 
mo na opisa  równaniem: 

dla próby n 1 5 

, ,(1) (9) 1,48 ( 1,48 )ck is ck is n nf f s k s k s  (10) 

dla n=3÷14 

, ,(3) (9) ( )ck is ck is n nf f k s k s k k s  (11) 

 
Przypadek „A” 

Ró nica warto ci wytrzyma o ci betonu na ciskanie dla procedur normowych zale-
canych w [1] i [2]  oraz dla próby o liczebno ci co najmniej 15 wyników bada  zgodnie ze 
wzorem (10) wynosi: 

1, 48 nk s  (12) 

Przy za o onym a priori odchyleniu standardowym, estymator odchylenia standardo-
wego s mo na otrzyma  korzystaj c z funkcji Melina [10,11]: 
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1
2 2

2

n

s
nn

 (13) 

gdzie:  - warto  funkcji, ...
n – liczebno  próby, 
 – odchylenie standardowe populacji. 

W celu okre lenia ró nicy warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci betonu na ci-
skanie zgodnie z PN-EN 13791 [1] oraz PN-EN 1990 [2] nale y skorzysta  z poni szej 
formu y, otrzymanej na podstawie wzorów (12) i (13): 

n

1
2 2-1,48 k

2

n

nn
 (14) 

Przypadek „B” 
Ró nica warto ci wytrzyma o ci betonu na ciskanie dla procedur normowych zale-

canych w [1] i [2] oraz dla próby o liczebno ci poni ej 15 wyników bada  zgodnie 
ze wzorem (11) mo na zapisa  jako: 

1
2 2( )

2

n

n

k k
nn

 (15) 

Funkcja gamma ...  jest funkcja dwuparametrow , jej kszta t zale y od parametru 
skali b oraz parametru kszta tu p. Parametry te mo na wyznaczy  korzystaj c z poni szych 
zale no ci [10]: 

( ),m n isf p b  (16) 

oraz  
2 2p b  (17) 

5. Przyk ad liczbowy 
Warto  charakterystyczn  wytrzyma o ci betonu na ciskanie okre lono zgodnie 

z procedurami obliczeniowymi zaproponowanymi w normie PN-EN 13791 [1] oraz PN-EN 
1990 [2]. Okre lono relacje empiryczne wyznaczenia warto ci wytrzyma o ci charaktery-
stycznej na ciskanie wed ug procedur normowych zalecanych w [1] i [2]. Nast pnie w 
celu okre lenia poprawno ci zalecanych metod obliczeniowych wygenerowano 1000 grup 
po 15 oraz 3 wyniki bada  zgodnych z rozk adem normalnym o odchyleniu standardowym 
4,86 MPa i redniej 33 MPa. Warto  odchylenia standardowego  = 4,86 MPa, przyj to na 
podstawie zale no ci fcm=fck+8 wed ug PN-EN 1992 [3]. 

Przy za o onym a priori odchyleniu standardowym, estymator odchylenia standardo-
wego s mo na otrzyma  korzystaj c ze wzoru (13).  

Otrzymane relacje empiryczne dla zalecanych procedur normowych przedstawiono 
na rys. 1. Najwi ksze ró nice warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej otrzymano z 
relacji empirycznej dla n=3 (3,93 MPa), a najmniejsze dla n=15 (0,65 MPa).  
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Rys. 1. Relacje empiryczne dla prób o ró nej liczebno ci wed ug procedur normowych zalecanych w PN-
EN 13791 i PN-EN 1990 oraz odchylenia standardowego 4,86MPa 

Kolejnym etapem oblicze  by o wykorzystanie generatora liczb pseudolosowych 
i obliczenie oraz porównanie warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie 
wed ug zlece  normowych  (1), (3), (9), (10), (11)  zawartych w  [1] i [2].  

Otrzymana ró nica warto ci wytrzyma o ci na ciskanie z symulacji 1000 grup po 
n=15 wyników dla odchylenia standardowego 4,86 MPa i redniej 33 MPa dla procedur 
zalecanych w PN-EN 13791 i PN-EN 1990 to 1,65 MPa (rys. 2). Jest to wi c warto  
zbli ona do oczekiwanej 0,65 MPa z relacji empirycznych. B d wzgl dny oszacowania 
warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej wynosi 6%. 
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Rys. 2. Warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie otrzymane dla odchylenia standardowego 
4,86 MPa i próby o liczebno ci n=15 

Warto  wytrzyma o ci charakterystycznej okre lono równie  dla próby o liczebno ci 
n=3 oraz n=6 generuj c 1000 grup po n=3 oraz n=6 wyników bada  (rys. 3 i 4). Otrzymane 
ró nice warto ci charakterystycznej s  wi ksze ni  oczekiwane z relacji empirycznych. Dla 
próby o liczebno ci n=6 jest to 2,94 MPa, a dla n=3 jest to 7,31 MPa. B d wzgl dny 
okre lenia warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej dla próby o liczebno ci n=6 wynosi 
11%, a dla próby o liczebno ci n=3 to 28%. 
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Rys. 3. Warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie otrzymane dla odchylenia standardowego 
4,86 MPa i próby o liczebno ci n=6 
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Rys. 4. Warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie otrzymane dla odchylenia standardowego 
4,86 MPa i próby o liczebno ci n=3 

Ró nice warto ci charakterystycznej wytrzyma o ci na ciskanie dla obu metod obli-
czeniowych oraz procedur obliczeniowych zaproponowanych w PN-EN 13791 oraz PN-
EN 1990 malej  wraz ze wzrostem liczebno ci próby.  
Tabela 1. Ró nica wytrzyma o ci charakterystycznej dla procedur zalecanych w PN-EN 13791  
i PN-EN 1990 

Metoda oblicze  Ró nica wytrzyma o ci charakterystycznej (MPa) 
 n=15 n=6 n=3 

Symulacja 1,62 2,94 7,31 
Metoda statystyczna 0,65 -1,50 3,93 

B d wzgl dny oszacowania 6% 11% 28% 
 

Warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie okre lone zgodnie z norm  
PN-EN 13791 s  porównywalne z obliczonymi warto ciami wed ug metody statystycznej 
zaproponowanej w PN-EN 1990.  

Najwi ksz  ró nic  okre lenia warto ci charakterystycznej otrzymano dla próby 
o liczebno ci n=3. B d wzgl dny oszacowania wytrzyma o ci charakterystycznej betonu 
na ciskanie wyniós  28%. 

O wyborze i liczbie miejsc pobierania odwiertów decyduj : potrzeba zapewnienia 
statystycznej reprezentatywno ci i wymaganej dok adno ci oszacowania, nie os abienia 
konstrukcji, obni enia kosztu i pracoch onno ci odwiercania i naprawy powsta ych 
ubytków konstrukcji. Wed ug L. Brunarskiego [8] dok adno  w próbie ciskania betonu 
rz du oko o 10% uzyskuje si  przy liczno ci próbek min 6, dlatego przy ocenie betonu 
w konstrukcji oprócz czynników ekonomicznych nale y wzi  pod uwag  wiarygodno  
uzyskiwanych wyników bada . Przeprowadzona analiza statystyczna oraz metoda 
symulacyjna potwierdzi a, e zaproponowana przez L. Brunarskiego w [8] liczebno  n=6 
jest prób  optymaln  ze wzgl dów zarówno wiarygodno ci, jak i ekonomii.  

6. Wnioski 
Oceny istniej cych konstrukcji, które maj  by  modernizowane, przeprojektowywane 

lub zosta y uszkodzone dokonuje si  zwykle poprzez zastosowanie metod statystycznych. 
Norma PN-EN 13791 zaleca szacowanie warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na 
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podstawie kryteriów zawieraj cych wspó czynnik k (zaproponowany a priori), którego 
warto  uzale niona jest od liczebno ci próby. Procedura ta ró ni si  od procedur 
zalecanych w PN-EN 1990, Za cznik D „Projektowanie wspomagane badaniami”, na 
podstawie metod statystycznych. Numeryczne symulacje przeprowadzone dla rozk adu 
normalnego o redniej 33 MPa i odchyleniu standardowym 4,86 MPa wskazuj , e 
warto ci charakterystyczne wytrzyma o ci na ciskanie otrzymane wed ug  EN 13791 s  
porównywalne do warto ci okre lonych zgodnie z metodami statystycznymi zalecanymi w 
PN-EN 1990. 

Procedury obliczeniowe zaproponowane w normach PN-EN 13791 oraz PN-EN 1990 
ró ni  si  od siebie, jednak oszacowane warto ci wytrzyma o ci charakterystycznej na 
ciskanie s  porównywalne, co mo e wiadczy  o spójno ci zaproponowanych zalece  

oraz procedur szacowania warto ci wytrzyma o ci na ciskanie. Otrzymane ró nice 
wytrzyma o ci charakterystycznej na ciskanie s  porównywalne i nie maj  wp ywu na 
bezpiecze stwo i niezawodno  projektowanych konstrukcji budowlanych. 
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Estimation of the characteristic compressive strength value of 
concrete based on the current code recommendations 
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Abstract: The use of cores is an integral part of the assessment of existing structures 

that are modernized, redesigned or have been damaged. Evaluation of the test results and 
the estimation of characteristic values of compressive strength can be performed according 
to the statistical method proposed by the Annex D of the PN-EN 1990 [1] standard, and  
also according to the PN-EN 13791 [2]. The procedures recommended in these both 
documents are different which can lead to various assessments of the characteristic values. 
The author has been verified whether the empirical relationships, defined in PN-EN 13791 
[2], lead to obtaining larger values of characteristic strength and, consequently, to  
estimation at the unsafe region. The characteristic compressive strength was of determined 
in accordance with the recommendations of  the PN-EN 13791 code [2] and the PN-EN 
1990 - Annex D [1]. 

Keywords: concrete characteristic strength, estimation, recommendations of codes 

 
 


