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Streszczenie: W  pracy analizowano zwichrzenie belek  dwuteowych
(bisymetrycznych) podpartych widelkowo z uwzglednieniem ciaglego usztywnienia na
skrecanie Przedstawiono sposob wyznaczenia tej sztywnos$ci w praktycznym przypadku
polaczenia blachy trapezowej z belka za pomoca typowych tacznikdéw. Zamieszczono
uproszczone wzory dla wybranych schematéw statycznych, szczegdlnie przydatne
w przypadku analizy zwichrzenia ciaglych platwi dwuteowych. Przedstawiono
oszacowanie wplywu miejsca przylozenia obcigzenia poprzecznego po wysokosci
przekroju w ztozonych stanach obciazenia

Stowa kluczowe: prety cienko$cienne, przekrdj otwarty, moment krytyczny
zwichrzenia, ciagle usztywnienie na skrgcanie.

1. Wprowadzenie

W celu wyznaczenia momentu krytycznego zwichrzenia mozemy zastosowaé wzory
przedstawione w literaturze [3+9] lub skorzysta¢ z programu MES [2]. Rozwiazania
analityczne s3 jednak ograniczone do kilku podstawowych schematow statycznych badz
niepoprawne, jak w pracy Trahair i inni [4], w ktdrej podjgto probe uogdlnienia na bardziej
ztozone przypadki obciazenia.

W niniejszym opracowaniu przedstawiono wyrazenia pozwalajace oszacowaé
moment krytyczny zwichrzenia pryzmatycznych belek dwuteowych podpartych widetkowo
na koncach. Kazde z obciazen poprzecznych moze mie¢ dowolny zwrot. Istotnym
rozszerzeniem w stosunku do publikacji innych autorow [3+6] jest przedstawienie wzoru
na wspotczynnik uwzgledniajacy rzedna miejsca przylozenia obciazenia poprzecznego po
wysokosci przekroju [7,8] dla dowolnego schematu statycznego.

Uwzgledniono wpltyw usztywnienia na skrecanie belki blacha trapezowa na moment
krytyczny zwichrzenia. W przypadku korzystania ze wspotczynnikéw zamieszczonych
w tabelach 2,3 0§ z musi pokrywaé si¢ z kierunkiem obciazenia (rys.1b), natomiast gdy
stosujemy wzory (6,7) zwrot osi z jest dowolny (rys.1a).

Rys.1 Obciazenia belek dwuteowych podpartych widetkowo: a) dowolne obciazenie poprzeczne b)
obcigzenie rOwnomiernie roztozone z momentem skupionym na podporze
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2. W Moment krytyczny zwichrzenia belek dwuteowych
podpartych widelkowo z uwzglednieniem ciaglego usztywnienia na
skrecanie

Rozpatrzmy belkg o rozpigtosci L podparta widetkowo na koncach (rys.la),
obcigzona momentami skupionymi na podporach oraz obciazeniem poprzecznym w przesle
(G jest srodkiem cigzkosci przekroju). Po uwzglednieniu warunkow brzegowych dla
podparcia widetkowego réwnanie rozniczkowe gigtno-skrgtnej utraty statecznosci
w zalezno$ci od funkcji kata skrecenia ¢(x), mozna przedstawi¢ w postaci [5]:

2
M (x)
EI

gdzie: M(x) — rozktad momentu zginajacego po dtugosci belki, £, G — odpowiednio modut
sprezystosci podtuznej i poprzecznej, I, — moment bezwladnos$ci wzgledem osi z, Iy —
moment bezwladno$ci skrecania St. Venanta, /,, — wycinkowy moment bezwladnosci, z, —
rzgdna miejsca przylozenia obciazenia poprzecznego po wysokosci przekroju , g, —
obciazenie roztozone, N — liczba sit skupionych, Q. — sifa sku fona, x; — wspotrzedna
miejsca przylozenia k- -tej sity skupionej, A - funkcja Dirac’a oraz ¢"=0" go/@x

W stosunku do pracy [7] réwnanie rézniczkowe (1) zostatlo rozbudowane o ostatni
czton uwzgledniajacy wptyw ciaglego usztywnienia na skrecanie k,. W celu oszacowania
momentu krytycznego zwichrzenia wykorzystano metode ortogonahzacp Bubnowa-
Galerkina, w sposob analogiczny do przedstawionego w pracy [7,8].

N
P+q.2,0+ Y. 0z, Ax—x)p+ EL oY —GLo? +k,0=0 (1)
k=1

2.1. Moment krytyczny zwichrzenia dla dowolnego rozkladu obciazenia
poprzecznego (rys.1a)

Moment krytyczny zwichrzenia w przypadku obciazenia poprzecznego o réznych
znakach, przytozonego na tej samej rzednej z, przekroju poprzecznego, mozemy zapisac za
pomoca wzoru (2) [7,8]:

M, = CINL,,,Z(,/D +(Cyz)* + szgj )

gdzie: N, =r*EL/L* natomiast parametr D obliczamy ze wzoru (3):
1 Gl *

D:f—i_ Ncr,z ’ (3)
Zmodyfikowana sztywnos¢ na skrecanie /, * wyznaczmy ze wzoru (4):
Ip*=1; + ol 4)
Gr?

Wspdtezynnik C; obliczamy za pomoca wzoru (5) na podstawie rozkladu momentu
zginajacego opisanego przez funkcje My(x) :

C = Mo 5)

\/i jOLM§ (x)sin? (7 x/L)dx

gdzie M, — jest maksimum wartosci bezwzglgdnych momentu zginajacego w belce
(My=max | My(x) | dla 0<x<L).

Wspotczynnik C, zalezy od wspolczynnika Cj, rozkladu obciazenia poprzecznego
oraz miejsca jego przytozenia po dtugosci elementu [7]:

a
Q=q§, (©6)
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gdzie (oznaczenia wg rys.la):
2L 1 qp+aqy < . of 7o
ay=——| =1L+ sin”| —— 7
2 MW{ rAPNTELN ™
Wspotczynnik C; mozemy oszacowaé na podstawie momentdw zginajacych w Vi, %

oraz ¥ rozpigto$ci belki oznaczonych odpowiednio przez M,, M;, M, oraz maksymalnego
co do warto$ci bezwzglednej momentu zginajacego M, (rys. 2) [4,6,8].

Li4 LA L4 LA LA L4 LA
QMZ w [ N L
My

Rys. 2. Momenty zginajace przyjete we wzorze (8)

Wyrazenie (5) mozna aproksymowac na wiele sposobow [4,6,8]. W pracy przyjeto
zaleznos¢ opisang wzorem (8) :

2
Q=J o ®

MZ+6M3 +8M37 +6M;

Analiza wielu przypadkow rozkladu momentu zginajacego przedstawiona w [8]
pokazuje, ze oszacowanie wspotczynnika C; za pomoca wzoru (8) w przypadku obciazenia
skupionego (lub jednoczesnego skupionego i roztozonego) jest blizsze rozwiazaniu MES
w poréwnaniu do analogicznego wzoru zaproponowanego przez Trahair i inni [4] oraz
Serna i inni [6].

2.2. Wyznaczenie wspolczynnika sztywnoSci &, ciaglego usztywnienia na
skrecanie belki blacha trapezowa [3,9+11]

Przedstawiony ponizej sposob oszacowania sztywnos$ci ciaglego usztywnienia na
skrecanie belki za pomoca blachy trapezowej wynika z normy [10]. Jedynie modyfikacja
parametru c,, zostala przyjeta wg pracy [11] na podstawie badan do$wiadczalnych dla
tacznikéw Hilti ENP2-21L15 (typowych dla tego rodzaju polaczen). Sztywno$¢ ciaglego
usztywnienia na skrgcanie belki (rys 1a) mozemy wyznaczy¢ na podstawie wzoru (9) [10]:

! ©)

a Ve +1ceyp+1/c,,

Wplyw sztywnos$ci na zginanie blachy trapezowej szacujemy za pomoca wzoru (10):
El,
a

gdzie: a-odleglos¢ migdzy belkami, /, — moment bezwladnosci pasma blachy trapezowej o
szerokosci 1m ( wspotczynnik przed wyrazeniem El,/a przyjeto konserwatywnie [10]).
Wplyw sztywnosci belki dwuteowej mozna uwzgledni¢ za pomoca wzoru (11) [3]:

i 5770
hils®+0,5b/¢

gdzie: h,b odpowiednio rozstaw osiowy pasow i szeroko$¢ profilu dwuteowego, s-grubosé
srodnika, ¢ — grubo$¢ potki (wymiary geometryczne przekroju podstawiamy w [cm]).
Wplyw tacznikow i sposobu potaczenia blachy trapezowej z belka mozna oszacowaé
pomoca wzoru (12) [11]:
Cpa = Cpky [KNm/m] (12)

gdzie: wspolezynnik ky=(b/100)> dla b/100 < 1,15 i ky=1,156/100 dla 5/100 > 1,15 z

Com =2 [kNm/m] (10)

Cop [KNm/m] (1D



184 Roman Bijak

zastrzezeniem, ze do obliczen przyjmujemy b/100 < 1,6. W porownaniu z norma [10]
mamy ograniczenie b/100 do wartosci 1,6 zamiast 2,0.

Wspotczynnik k, oraz parametr c,, zestawiony w tabeli 1 przyjeto wg [11] dla
tacznikow Hilti ENP2-21L15.

Tabela 1. Parametr sztywnosci potaczenia blachy trapezowe;j z belka ¢, [kNm/m]

UtozZenie blachy fatdowe;j Mocowanie blachy do belki _
Lp. w kazdej w co drugiej Cpa
zwykle* odwrotne fatdzic fatdzic
1) X X 4,0
2) X X 3,1
3) X X 3,1
4) X X 2,0

* utozenie blachy faldowej pasem wegzszym na belce (pozytyw)

W przykladach 3.1, 3.3 rozpatrywano (analogicznie jak w [11]) belkg¢ IPE 500
w rozstawie a=6m polaczona z blacha trapezowa E100/1.0 ( 7,=195 cm®/m, ulozenie
pozytywem) za pomoca tacznikéw Hilti ENP2-21L15. Mocowanie blachy trapezowej do
belki w co drugiej fatdzie. Podstawiajac powyzsze dane do wzorow (9+12) otrzymujemy

[11]:

com =2:210 106(195/6 0)-10* =137 kNm/m
c,p =5770/(48,4/1,02°+0,520/1,6) =120 kNm/m
cA—3111516 = 5,24 kNm/m

k,=1/(1/137+1/120+1/5,24) = 4,84 kNm/m

W przyktadzie 3.2 rozpatrywano belke IPE '400 w rozstawie a=6m potaczona z blacha
trapezowa E100/1.0 (utozenie pozytywem) rowniez za pomoca tacznikoéw Hilti ENP2-
21L15. Mocowanie blachy trapezowej do belki w co drugiej faldzie. Podstawiajac
powyzsze dane do wzorow (9+12) otrzymujemy takie same wyrazenia jak powyzej na
wspotczynniki ¢,y = 137 kNm/m oraz Con = 5,24 kNm/m. Réznica tkwi jedynie
w wspotczynniku okreslajac cym wplyw sztywnosm belki Cyp

c op =5770/(38,65/0,86™+0,5-18/1, 35%)  =89,6 kNm/m

—1/(1/137+1/89 6+1/5 24) = 4,79 kNm/m

2.3. Moment krytyczny zwichrzenia dla wybranych przypadkow
obcigZzenia poprzecznego
Wspotczynniki C;, C, mozemy wyznaczy¢ analitycznie na podstawie wzorow (5+7)
jedynie dla kilku podstawowych schematdw statycznych (tabela 2,3).

Tabela 2. Wspoélczynniki Cy, C; dla wybranych schematdéw obciazenia skupionego
Wspotezynniki Cy, C;

Lp. Schemat stat
P chemat statyczny 0<,<05 y=14 y=1/3 y=1/2
l Q C=1,36+0,42(1-29) 1,46 1,41 1,36
. ‘ﬁ | = in’ (77)
X _ sin”(zy
L) Y= /L C, =0,41C, pp— 0,40 0,49 0,56
0 J Q C=1,0+2,82)° 1,04 1,10 1,35
Y r
2) 2 (2)
m- (7
LI €, =041C, % 043 051 055

W celu uproszczenia obliczen (kosztem pewnej doktadnosci) mozemy podzieli¢
zakres zmiennosci wybranego parametru ( w tym przypadku momentu skupionego) na
przedzialy, a nastgpnie aproksymowac wspotczynnik C; np. liniowo w tych przedziatach
(Trahair 1 inni[4]). I tak w przypadku momentu skupionego na jednym koncu belki ( tabela
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3, poz.l) wyznaczono analitycznie ze wzoru (5) wspdtczynnik C; dla w =0; 0,7; 1,0,
a nastgpnie aproksymowano go przedziatami funkcja liniowa.

Parametr w =0,7 wybrano z tego powodu, ze w zakresic 0 < y < 0,7 maksimum
momentu zginajacego jest w przgsle, natomiast dla 0,7 <y < 1,0 na podporze. Analogicznie
postapiono w przypadku momentéw skupionych przytozonych na obu podporach ( tabela 3,
poz 2).

Tabela 3. Wspolczynniki C,, C> dla wybranych schematoéw obciazenia roztozonego
Lp. Schemat statyczny Zakres Wspotczynniki Cy, Cy

M=gL8 y =0 C=1,13 C=0,46
M

g ":’) o _ 041G,
<y< = =
1 R LII R T 0<y<070  C=1,13+0,10y TR
) WM j o 041G
0,70<wy<1 Ci=—-1,25+3,5y 2 _—‘//
M(1-y/4y w=1 =225 C=0,92
M=qL¥/12 w=0 C=1,13 ;=0,46
&M 1 y 0<y<0 C=1,13+0,12 o =24a
pm <w<0,75 =1, L2y 2 1—2p//3
2) 0,61 C
yM wM 0,75<y<1 C=-2,8+54y C,= T‘
1,5M(1-2y/3) w=1 C1=2,60 C=1,58

W przypadku liniowego rozktadu momentu zginajacego moment krytyczny
zwichrzenia mozemy oszacowac na podstawie wzoru (13) [3]:

C, =1,77-1,04p + 027y lecz C; <2,60 C, =0 (13)

gdzie y jest stosunkiem momentdéw zginajacych na koncach belki (-1 <y < 1).

Podstawowa roznica we wzorach zamieszczonych w tablicy 2,3 w stosunku do pracy
Trahair 1 inni[4], tkwi we wspotczynniku C, uwzgledniajacym rzedna miejsca przylozenia
obcigzenia poprzecznego po wysokosci przekroju. W pracy Trahair i inni [4] btednie
rozszerzono poprawne wyniki zawarte monografii Trahair [12] na przypadek dowolnego
schematu statycznego, aproksymujac ten wspotczynnik za pomoca wzoru:

C,=04C, ? (14)

Jak pokazuje przyktad 3.4 jest to podejScie nieprawidlowe, a btad w obliczaniu
momentu krytycznego zwichrzenia w przypadku obciazenia przytozonego do gornej potki
jest istotny. Najwyrazniej widaé to dla schematu statycznego przedstawionego w Tabeli 4,
dla ktorego w pracy [4] blednie oszacowano rowniez wspotczynnik C; w zakresie 0,75< y
< 1. Powinno by¢ tak jak jest w Tabeli 3 poz. 2, co pokazano ponize;.

Tabela 4. Porownanie wynikow numerycznych dla IPE 500 [2] w przypadku schematu statycznego
pokazanego w tabeli 3 poz.2 (C,=0)

C C, M. [kNm] / btad wzgledny %
Lp Metoda 075<y<1) (=1 1-8m 1=10m 1=12m
LTBEAM [2] _ 7287 - 5434 — 4338

1) Tabela3poz2  C=2,8+54y 2,60 7269 /02 5424 /0,2 4333 /0,1
Tabela 6.7 [4] C=—238+48y 242 6766 /-69 5049 /69 4033 /69
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Przyklady liczbowe

W przyktadach 3.1, 3.3 analizowano belk¢ podparta widetkowo na koncach,
wykonana z dwuteownika IPE 500. Przyjeto charakterystyki geometryczne wg [2];
I[=2141,7 cm®, 137 =89,665 cm®, 1,=1254,3'10° cm® oraz stale materialowe: E=210-10°
N/mm?, G=81-10° N/mm’. W tym przypadku N,,.=693,5 kN oraz D=1632,8 cm’.

2.4. Moment krytyczny zwichrzenia w przypadku dowolnych obcigzen
poprzecznych [8]
Rozpatrzmy belke o rozpigtosci L= 8m wykonana z dwuteownika IPE 500
i obciazong w sposob pokazany na rys.3. Obliczenia wykonujemy w kN i m ( z wyjatkiem
wyznaczania charakterystyk skretnych).

q.=—80 kN/m
qy=0 300 M, (x) [kNm]

80 kN/m
80 kN 0,=-80kN
C T e D, al= 5
- 2 " ¥ W
x=4m
8m N
5] Zm'} 2m+2m+2m'

Rys. 3. Schemat statyczny analizowany w p.3.1

Podstawiajac M,=85, M;=230, M,;=55 oraz M;=300 do wzoru (8) otrzymujemy:

2
¢ :\/ 21-300 1813

300 *+6-85*+8-230° +6-55 °
Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy obciazenie jest przytozone do $rodka cigzkosci
przekroju (z,=0). Wowczas wzor na moment krytyczny zwichrzenia ma postac:
M, =CN,, .ND =1813-6935-1632,8 107 = 508,] kNm

cr,z

Moment krytyczny wyznaczony za pomoca programu LTBEAM wynosi 512,2 kNm
.Btad zastosowanej metody wynosi wige -0,8%.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy obciazenie poprzeczne jest przytozone do gornej
potki. Wyznaczamy wtedy a, ze wzoru (7) i podstawiamy do wzoru na wspotczynnik C,

(6):
_ 28 1(80)-8 .o -4 __
a, = 300”2{ 2 +(—80)sin [—8 ﬂ 1,297

C, =1813-(-1,297)/2=-1,176

Moment krytyczny zwichrzenia obliczamy ze wzoru (2):

M, =1,813~693,5~(J1632,8+(—1,176~25)2 +(—1,176)~25j-10‘2 =258,6 kNm

Moment krytyczny wyznaczony za pomoca programu LTBEAM wynosi 257,6 kNm
.Btad zastosowanej metody wynosi wigc 0,4%.

W celu uwzglednienia wptywu blachy trapezowej (k,=4,84 kNm/m wg obliczef
w pkt. 2.2) wyznaczamy zmodyfikowana sztywnos¢ skretna przekroju wg wzoru (4):

4,.84-800°

10002 =128,41 cm*
T

1,%=89,665+
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Parametr D wyznaczony ze wzoru (3) wynosi teraz 2085,2 cm?.
Moment krytyczny zwichrzenia obliczamy ze wzoru (2) dla zmienionej wartosci D:

M, =1813- 693,5~(\/2085,2+ (~1,176-25)% +(=1,176)- 25)-10*2 =313,2 kNm

Moment krytyczny wyznaczony za pomoca programu LTBEAM wynosi 311,9 kNm .
Blad zastosowanej metody wynosi wigce 0,4%.

2.5. Moment krytyczny zwichrzenia platwi ciaglej [9]

Rozpatrzmy belke ciagla o rozpigtosci przgsta L= 6m podparta widelkowo na

podporach i obcmzonq W Sposob pokazany narys. 4 Przyjegto charakterystyki geometryczne

wg [9]: L= 1320 em®, I =52,4 cm®, 1,=490-10° cm®. W tym przypadku N..-=759,9 kN oraz
D=929,7 cm”.

40 kN/m IPE 400
R A R N R R R R R ) _
q.=q¢;=140 KN/m

\ 144 ™
N z,=-20 cm

99 108 27

15151515

Rys. 4. Schemat statyczny analizowany w p.3.2 [9]

Wspolezynniki €y, C; wg metody ogdlnej wyznaczamy jak w pkt. 3.1, W przypadku
korzystania z tabeli 3 poz.l, najpierw wyznaczamy M= qL*/8= 40-6°/8=180 kNm
a nastgpnie parametr y=144/ 180= 0,80. W celu uwzglednienia wptywu blachy trapezowej
postepujemy jak w p 3.1.( z tym, ze w tym przypadku k,=4,79 kNm/m wg pkt. 2.2). W tym
przypadku, po modyfikacji wynikajacej ze wzoréw (3 4) parametr D wynosi 1159,6
cm”.Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 5.

Tabela 5. Moment krytyczny zwichrzenia dla schematu statycznego wg rys.4. (M., [kNm])

Lp k M, M. Metoda ogdlna Tabela 3 poz.1

’ LTBEAM wg [9] C C, M, C C, My,
H 0 219,0 213,2 1,567 0,794 220,3 1,55 0,79 217,8
2) 4,79 256,5 - 1,567 0,794 2583 1,55 0,79 255,5

2.6. Sprawdzenie poprawnosci metody zaproponowanej przez Trahair i
inni [4] na podstawie wzorow z tabeli 4

Rozpatrzmy belkg o rozpigtosci L= 8m wykonana z dwuteownika IPE 500. Belka jest
obcigzona w sposob pokazany w tabeli 4 (przyjmlemy, ze q=30 kN/m). Moment skupiony
na podporze wynosi yM, gdzie M=qL*/12="30-8*/12=160 kNm. W celu uwzglednienia
wplywu blachy trapezowej postepujemy jak w p 3.1 (wszystkie charakterystyki sa takie
same). Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 6.

Tabela 6. Moment krytyczny zwichrzenia dla schematu statycznego wg tabeli 4.

Parametr y=0,8 Parametr y=1,0

Lp  Metoda C G, M, [KNm] C G, M, [KNm]
1) LTBEAM — - 2134 — — 305,8

2)  Metoda ogélna 1,518 1,154 219,0 2,566 1,560 3053

3) Tabela3 1,52 1,16 219,3 2,60 1,59 3064

4)  Tabela 6.7 [4] 1,46 0,58 288,5 (35,2%) 2,42 0,97 385,6 (26,1%)
5)  LTBEAM (k) — - 257,7 — - 3759

6)  Metoda ogdlna (k,) 1,518 1,154 264,9 2,566 1,560 374,6

7)  Tabela 3 (k,) 1,52 1,16 265,5 2,60 1,59 376,4

8)  Tabela 6.7 [4] (k,) 146 058  3392(31,6%) 242 0,97 4629 (23,1%)
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3. Podsumowanie

W pracy przedstawiono wzory na moment krytyczny zwichrzenia dwuteowej belki
o przekroju bisymetrycznym podpartej widetkowo na koncach. Uwzgledniono wplyw
ciaglego usztywnienia na skrecanie. Przedstawiono sposéb wyznaczenia tej sztywnosci
w praktycznym przypadku polaczenia blachy trapezowej z belka za pomoca typowych
tacznikow. Zamieszczono uproszczone wzory dla wybranych schematéw statycznych
(tabele 2,3). Przedstawione w pracy przyklady pokazuja, ze przedstawiona metoda
prowadzi do wystarczajaco doktadnego oszacowania momentu krytycznego zwichrzenia.
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Abstract: A simple model of the lateral buckling of steel I-shape beams with elastic
and continuous torsional restraints was developed. The lateral buckling beams with free
warping were formulated as differential equations in terms of torsion angle. The stability
equations were approximately solved with the use of the Bubnow-Galerkin
orthogonalization method. The proposed approximate formulas provide the estimation of
lateral buckling moment with good enough accuracy for designing purposes.
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