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Streszczenie: W niniejszej pracy przedstawiono analiz¢ niezawodnosci belki zelbe-
towej, w ktorej strefe przypodporowa uksztaltowano z zastosowaniem réznych modeli
kratownicowych. Model 1 stanowi kratownica otrzymana w wyniku optymalizacji. Model 2
jest modelem intuicyjnym z rozcigganymi pretami pionowymi, odwzorowujgcymi zbrojenie
strzemionami. Modelem 3 jest statycznie niewyznaczalna kratownica. Przeprowadzona
analiza wykazata, ze statycznie wyznaczalne modele ST maja gorsza struktur¢ niezawodno-
sciowa, a optymalizacja modeli ST powinna by¢ zagadnieniem wielokryterialnym, tak aby
otrzymane modele charakteryzowata optymalna sztywnos¢ oraz maksymalna niezawodnos¢

~ Slowa kluczowe: model ST, beton, niezawodno$¢, optymalizacja, belka, ksztattowa-
nie.

1. Wprowadzenie

Stosowanie kratownic jako modeli do analizy sit wewnetrznych w konstrukcjach
zelbetowych ma bardzo diuga histori¢ i znane jest od konca XIX. Za prekursorow
praktycznego jej zastosowania w projektowaniu zarysowanych konstrukcji zelbetowych
uwaza si¢ W. Rittera i E. Morscha. Obszerny przeglad zagadnienia dotyczacego wykorzy-
stania modeli kratownicowych w projektowaniu mozna znalezé w pracy Schéfera i J.
Schlaicha [1], a takze w polskich opracowaniach autorstwa: W. Starosolskiego [2],
T. Urbana [3] oraz M. Knauff [4].

Projektowanie z zastosowaniem modeli ST znalazto si¢ juz w zaleceniach Eurokodu z
1991 roku [5]. W aktualnej wersji Eurokodu [6] podstawowe informacje mozna znalez¢ w
rozdziale 6.5 i zalaczniku J. Zgodnie z zawartymi tam zaleceniami stosowanie modeli
kratownicowych jest szczegdlnie uzasadnione w obszarach dwuosiowego rozktadu
naprezen, to jest krotkich wspornikach, narozach ram czy tez strefach przypodporowych
belek.

Model ST sktada si¢ z rozcigganych pretow- T, odwzorowujacych zbrojenie rozcig-
gane oraz S$ciskanych pretow S, odwzorowujacych wyodrebnione obszary betonu
sciskanego. Prety S 1 T potaczone sa w odpowiednio uksztattowanych weztach, umozliwia-
jacych zakotwienie zbrojenia rozcigganego i przeniesienie naprezen sciskajacych.

Zgodnie z dominujacg powszechnie opinig, wybor optymalnego modelu ST wymaga
nie tylko znajomo$ci trajektorii naprezen lub tzw. Sciezek obcigzenia, ale rowniez
spetnienia przyjetych kryteriow optymalizacji. Najczesciej stosowanych kryterium jest
minimalizacja odksztalcen dla okreslonej objetosci lub masy elementu, z pominigciem
oceny niezawodnosci otrzymanego modelu. Problem ten zostal juz czgsciowo zasygnalizo-
wany w pracy [7].

W niniejszej pracy przedstawiono analize niezawodnosci belki zelbetowej, w ktorej
strefe podporowa uksztattowano z zastosowaniem réznych modeli kratownicowych.

2. Optymalizacja a niezawodnos¢ elementow zelbetowych
projektowanych z wykorzystaniem modeli ST
Podstawowym celem optymalizacji modelu ST z uwzglednieniem kryterium minima-

lizacji energii odksztatcen, jest dla elementu o zatozonej geometrii i warunkach brzego-
wych okreslenie takiego rozkladu elementow rozciaganych i $ciskanych, aby otrzymacé



100 Lidia Buda-Ozog

uktad o jak najwiekszej sztywnoS$ci przy zalozonej objetosci elementu. Zagadnienie to z
zastosowaniem metody elementéw skonczonych dla  p,— elementow reprezentujacych
cz¢s$¢ objetoscei kratownicy zastgpczej, mozna zapisaé w postaci [4]:

min, , f'u (1)

e  przy spetnieniu warunku rownowagi:
K(pyu=f (2)

e dla ograniczenia objetosci:

Zee_ﬂ Pe(Pn)Ue sV (3)
pit Spp <1 VyEQ (4)
gdzie: K(p,) = Ak®(p,) )
K®(pn) = (p°(Pn))PKG (6)

f — przylozone obciazenie, K(p,)- globalna macierz sztywnosci utworzona z elementow
macierzy sztywnosci K¢ dla niezaleznych zmiennych A, K§- elementy macierzy sztywnosci
elementu pelnego, vE-objetosé elementu e, V- dostepna objetos¢ materiatu, u — macierz
przemieszczen, pi™ — minimalna dopuszczalna objetos¢ materiatu.

Kryterium minimum odksztalcalnosci podane wzorem (1) po uwzglednieniu zasady
minimum energii potencjalnej dla elementu w obszarze liniowo- spre¢zystym mozna zapisaé
W postaci:

max,, minu(% uTK(pp)u — fTu) (7
przy ograniczeniach podanych wzorem (3) i (4).

Korzystajac z nieodplatnego algorytmu optymalizacji ksztattu kratownicy zastepczej,
przystosowanego do pracy w srodowisku Matlab, autorstwa J.K. Guest, przyj¢to jeden z
trzech analizowanych modeli strefy przypodporowej belki zelbetowej. Dwa kolejne sa
modelami intuicyjnymi, jeden z nich odpowiada typowej belce zbrojonej w strefie
przypodporowej strzemionami, a drugi to model kratownicy wewngtrznie statycznie
niewyznaczalne;j.

Statycznie wyznaczalne modele kratownicowe odpowiadaja systemowi o prostej
strukturze szeregowej, poniewaz zniszczenie jednego elementu powoduj¢ awari¢ calej
konstrukcji. Natomiast kratownica wewngetrznie statycznie niewyznaczalna moze
odpowiada¢ systemowi o mieszanej, rOwnoleglo-szeregowej strukturze niezawodnosci.
Prawdopodobienstwo awarii takich systemow okre$lajg zalezno$ci [5]:

e dla systemu szeregowego

pr = P[A] = P[ULL;(Z:(X)) < 0] = P[ZIL,(Zi(X)) < 0] (8)
e dla systemu rownolegto- szeregowego
pr = P[A] = P[U; N;i(Z;(X)) < 0] = P[U; (Z;(X)) < 0] = P[EiL,((X)) < 0] 9)
Natomiast niezawodno$¢ systemu okreslaja zaleznosci:
e dla systemu szeregowego

pr = 1 —p¢ = P[B] = P[NJ;(Z;(X) > 0)] (10)

e dla systemu rownoleglo- szeregowego

pr =1 —pr = P[B] = P[N; Ui(Z;(X) > 0)] = P[N; (%;(X) > 0)] (11

Jezeli nosnosci elementdow w modelu sg w petni skorelowane to prawdopodobienstwo
zniszczenia n- elementéw jest rowne prawdopodobienistwu zniszczenia najbardziej
zawodnego elementu:

pr = max; P[Z; < 0] (12)

Jezeli nosnosci elementéw w modelu nie sg w petni skorelowane i nie sg roztaczne to
prawdopodobienstwo awarii mozna tylko oszacowa¢. Cornell dla systemow szeregowych
proponuje nastepujace oszacowanie prawdopodobienstwa awarii:

max; P[Z; < 0] < pf < ¥ P[Z; < 0] (13)
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Korzystajac ze zwigzkéw pomiedzy prawdopodobienstwem awarii a wskaznikiem
niezawodnosci [ Hasofera-Linda, zaleznos$¢ (13) mozna przedstawi¢ w postaci:

max;®o(—B;) < pr < X Po(—B)) (14)

W s$wietle wymagan EN 1990:2002, przyjety model nosnosci stuzacy do obliczania
sit wewnetrznych powinien by¢ tak uksztaltowany, aby zapewni¢ bezpieczenstwo
konstrukeji
i spelniony byl warunek niezawodno$¢ w postaci:

B =Ba (15)

gdzie: 4 -graniczna warto$ci wskaznika niezawodnosci zalezna od wymagan
(no$nos¢ czy uzytkowanie) oraz przewidywanego okresu uzytkowania.

3. Analizowany przyklad

Przedmiotem analizy jest typowa belka swobodnie podparta, obcigzona w sposob
ciggly obcigzeniem o statej intensywnosci, przedstawiona na rysunku 1.

= ﬂt\—w- = 62 kN/m = T/;:—//j' =
TP EREE I E Y ESE TR SN YRR RN

350

obszar D obszar B obszar D

<4- 300 2400
3000

Rys. 1. Analizowana belka

W przeprowadzonej analizie przyjeto nastgpujace wlasciwosci materiatowe

1 parametry obcigzenia:
e Wilasciwosci materialowe (charakterystyczne, obliczeniowe, $rednie):
stal zbrojeniowa: fy,, = f;/(1-1,645* v,)=575 MPa f, = 500 MPa, f,4 = 435 MPa,
oy =46 MPa, v, = 8% 25
beton C25/30: fCm 33 MPa, f = 25 MPa, fy = .= 17.86 MPa, 6. = 4,86 MPa,
=14,7%, '
e Obcigzenie (charakterystyczne, obliczeniowe, $rednie):

obcigzenia state: g = g/(1+1,645* v,)= 24,02 kN/m, gy = 26 kN/m, gy =1,35%26 = 35
kN/m, v, = 10%, o, =2,4 KN/m,
obc1qzenla zmienne: q = qk/(1+l 645% vo)= 13,54 kN/m qi = 18 kN/m, qq4 = 1,5%18 = 27
kN/m, vq = 30%, 64 = 4,06 kN/m.

Przyj ¢to klase konstrukcj i RC2 i okres uzytkowania 50 lat, a zatem graniczna warto$¢
wskaznika niezawodno$ci nie powinna by¢ mniejsza niz B4 = 3,8.

W belce wyodrebniono obszar B, w ktéorym obowiazuje hipoteza Bernoulliego,
a napr¢zenia w przekroju maja przebieg liniowy oraz obszar nieciggtosci odksztalcen —D,
w ktorym przebieg naprezen ma charakter krzywoliniowy. Zasigg obszaru D wyznacza
miejsce w ktorym rozklad naprezen traci swodj charakter krzywoliniowy 1 staje si¢
prostoliniowy, umownie przyjmuje si¢ ze obszar D sigga na odlegto$¢ rowng wysokosci
przekroju. Zasigg poszczegdlnych obszarow przedstawiono na rysunku 1. Przedstawiony
model belki sktadajacy si¢ z obszaréw D-B-D ma szeregowg struktur¢ niezawodno$ciowsa.

Przy zatozeniu pelnej korelacji nosnosci na zginanie, o niezawodnos$ci belki w obsza-
rze B, zwymiarowanej w sposob tradycyjny, tzw metoda belkowa, decyduje nosnosc
krytycznego przekroju zginanego. W analizowanym przykfadzie, dla wysoko$ci uzytecznej
przekroju d=320 mm, wymagane pole zbrojenia rozcigganego niezbgdnego w przekroju
krytycznym (z uwagi na moment zginajacy My=74,5 kNm), wynosi 605 mm®. Wskaznik
niezawodnosci analizowanej belki, obliczono metoda probabilistyczng poziomu 2, z
zastosowaniem algorytmu iteracyjnego z uwagi na nieliniowo$¢ uktadu [10]. Wskaznik
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niezawodnosci dla obszaru B analizowanej belki, okre$lony dla krytycznego przekroju
zginanego wynosi: § = 4,38.

4. Modele kratownicowe obszaru D
4.1. Model 1

Model 1 stanowi kratownica otrzymana w wyniku optymalizacji z uwagi na sztyw-
no$¢ 1 objetosci materiatu. Ksztatt obszaru podporowego zaprojektowano wykorzystujac
algorytm optymalizacji kratownicy zastepczej, autorstwa J.K. Guest. Uzyskany optymalny
ksztatt kratownicy przedstawia rysunek 2.

Rys. 2. Optymalny ksztalt strefy podporowej dla obj¢tosci materiatu 40%

Przyjety na podstawie rysunku 2 model kratownicowy zastepczej wezta podporowego
przedstawia rysunek 3.
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Rys. 3. a) Model kratownicowy, b) Sily osiowe w elementach kratownicy zastepczej

Wysoko$¢ kratownicy zastepczej przedstawionej na rysunku 3a, skorygowano tak,
aby szeroko$¢ pasa Sciskanego miescita si¢ w obrysie konturu belki.

Wyniki obliczen niezbednej szerokosci dla elementow Sciskanych oraz przyjetego
zbrojenia rozcigganego przedstawiono na rysunku 4. Cigzar zbrojenia rozcigganego w
analizowanym obszarze D, z uwzglednieniem wymaganej dtugosci zakotwienia zbrojenia
wynosi 2,25 kg.

Model 1 ztozony jest z 8 elementow podstawowych: 4 , W+ 3 | S”+2 | T”, gdzie: W-
oznacza wezly, S- elementy Sciskane, T — elementy rozciggane. Niezawodnos¢ elementow
Sciskanych wystepujacych w modelu kratownicy jest jednakowa dla pas gornego,
krzyzulca, stupka i wynosi: B = 4,26. Dla elementéw rozciaganych tj. pasa dolnego i
krzyzulca wskaznik niezawodnosci wynosi: f =4.82. Dla kazdego z weztéw oznaczonych
na rysunku 3 cyframi od 1 do 4, w zaleznosci od typu wezta: CC, CCT lub CTT, obliczono
wskaznik niezawodno$ci. Otrzymane warto$ci wynosza: W1 1 W3-  =4,42, W2- 3 =4,95,
W4- 3 =4,58.
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Rys. 4. Wymiary elementéw w modelu kratownicowym 1

Przedstawiony model ma szeregowa strukture niezawodno$ciowa, poniewaz elementy
nie s3 w pelni skorelowane i nie sg roztaczne to prawdopodobienstwo awarii mozna
oszacowaé z zalezno$ci (11). Przy zalozonej peinej korelacji elementdw otrzymujemy
najniekorzystniejszy wskaznik niezawodnosci i dla przedstawionej kratownicy zastgpczej
wynosi: = 3,92.

Dla catej analizowanej belki przy zatozeniu peinej korelacji w potaczonych szerego-
wo obszarach D-B-D wskaznik niezawodnosci wynosi: B = 3,72 1 jest mniejszy od 34 =3,8.

4.2. Model 2

Model 2 jest statycznie wyznaczalnym modelem intuicyjnymi, z rozcigganymi preta-
mi pionowymi, odwzorowujacymi zbrojenie strzemionami w strefie podporowej. Przyjety
model przedstawia rys. 5.
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Rys. 5. a) Model kratownicowy, b) Sily osiowe w elementach kratownicy zastgpczej

Analogicznie jak w modelu 1 wysoko$¢ kratownicy zastgpczej przedstawionej na
rysunku Sa, skorygowano tak, aby szeroko$¢ pasa $ciskanego miescila si¢ w obrysie
konturu belki. Wyniki obliczen niezbednej szerokosci dla elementow $ciskanych oraz
przyjetego zbrojenia rozcigganego przedstawiono na rysunku 6. Cigzar zbrojenia rozcigga-
nego w analizowanym obszarze D, z uwzglednieniem wymaganej dlugosci zakotwienia
zbrojenia wynosi 2,68 kg.

Model 2 ztozony jest z 12 elementdéw podstawowych: 5 ,W”+ 3 | S”+ 4 | T”. Wskaz-
nik niezawodno$ci elementdw rozciaganych, $ciskanych i weztdéw analogicznie jak
w modelu 1. Powyzszy model ma réwniez szeregowa struktur¢ niezawodnosciowa i przy
zatozeniu pelnej korelacji elementdw wskaznik niezawodnosci dla przedstawionej
kratownicy zastepczej wynosi: = 3,88 natomiast dla calej belki przy zalozeniu pelnej
korelacji potaczenia szeregowego obszarow D-B-D wynosi: § = 3,69 < 3,8.
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Rys. 6. Wymiary elementow w modelu kratownicowym 2

4.3. Model 3

Modelem 3 jest wewnetrznie statycznie niewyznaczalna kratownica przedstawiona na
rysunku 7.
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Rys. 7. a) Model kratownicowy, b) Sily osiowe w elementach kratownicy zastepczej

Wyniki obliczen niezbednej szerokosci dla elementdw $ciskanych oraz przyjetego
zbrojenia rozcigganego przedstawiono na rysunku 8. Cigzar zbrojenia rozcigganego w
analizowanym obszarze D, z uwzglgdnieniem wymaganej dlugosci zakotwienia zbrojenia
wynosi 2,74 kg.
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Rys. 8. Wyniki obliczen glownych elementow modelu 3 (pole powierzchni zbrojenia rozcigganego na
rysunku podano w mm?)

Struktura niezawodnosciowa modelu 3 odpowiada systemowi roéwnoleglo-
szeregowemu. Schemat niezawodnosci jednego pola statycznie niewyznaczalnego dla
przyjetej kratownicy zastepczej przedstawia rysunek 9.

Niezawodnos¢ bloku 1‘12)71erwszego ztozonego z elementdéw 3 i 4 potaczonych réwnole-
gle wynosi: Q;=1-7,35*%10

Niezawodnosé uktadu Tla- zlozonego z potgczonych szeregowo elementow 1, 6 i 5
oraz uktadu IIb- zloZzonego rowmez z polaczonych SZEregowo elementow 3 i 4 wyn051
odpowiednio: Qy, = 1-2, 12*%10°, Qu = 1-1,10%10°. Niezawodnosci catego bloku 11
ztozonego z elementow IMai b poiqczonych rownolegle wynosi: Q = 1-1,43%10™°
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Niezawodnos¢ szeregowo polaczonych blokow I 1 I wynosi: Q= 1-1,46*10'9.
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Rys. 9. a) Oznaczenie prgtow kratownicy, b) System niezawodnosci jednego pola kratownicy statycznie
niewyznaczalnej

Niezawodnos$¢ catej kratownicy zastepczej przyjetej w modelu 3 skladajacej sie
z dwoch potaczonych szeregowo systemow przedstawionych na rysunku 9a oraz 6 weztow
o strukturze mieszanej rownoleglo-szeregowej. Niezawodno$¢ weztow o strukturze
mieszanej w zaleznosci od typu wezta wynosi od Q = 1-3,15%10™"" do Q = 1-1,05*%10™" .
Niezawodno$¢ catego modelu 3 wynosi Q = 1-3,23*10, a wskaznik niezawodnosci
B=35,7.

Niezawodnos$¢ calej belki przy peinej korelacji wydzielonych obszaréw wynosi:
B=4,20>338.

5. Whnioski

Podsumowujac przeprowadzone analizy obliczeniowe mozna zauwazy¢, ze ocena
niezawodnosci konstrukeji projektowanych metoda klasyczna i z wykorzystaniem modeli
kratownicowych prowadzi do bardzo zréznicowanych wynikéw. W tradycyjnym obliczaniu
elementu niezawodno$¢ konstrukcji jest rowna niezawodno$ci okreslonej w przekroju
krytycznym, co w efekcie moze skutkowa¢ zawyzonym wskaznikiem niezawodnosci.
Konstrukcje projektowane z wykorzystaniem modeli kratownicowych maja $cisle
okreslong struktur¢ niezawodno$ciowa, co pozwala na pewniejsze oszacowanie nich
niezawodnosci.

W analizowanym przypadku otrzymany wskaznik niezawodnosci B dla catej belki w
zalezno$ci od modelu kratownicowego strefy przypodporowej wynosi odpowiednio 3,72
dla modelu 1, 3,69 dla modelu 2 i 4,20 dla modelu 3. Jedynie w przypadku modelu
statycznie niewyznaczalnego (model 3), spetnione sa wymagania EN 1990: 2002 odnos$nie
warunek niezawodnos¢.

Okazuje sig¢, ze statycznie wyznaczalny model ST uzyskany w wyniku optymalizacji
(model 1), charakteryzujacy si¢ mniejszy ciezarem stali (2,25 kg) ma gorszg strukturg
niezawodnos$ciowa od modelu statycznie niewyznaczalnego (model 3). Przyjety intuicyjnie
statycznie wyznaczalny model 2 strefy przypodporowej pomimo wigkszego cigzaru stali
(2,68 kg) ma najgorsza struktur¢ niezawodnos$ciowg od modelu 1. Czynnikiem majacym
istotny na to wplywa jest liczba elementow w kratownicy zastepczej. Wezly rozbudowane
sktadajace si¢ z duzej liczby elementéw maja gorsza strukturg niezawodno$ciowa od
elementow o budowie proste;j.

Przeprowadzona analiza obliczeniowa niezawodnosci wezta podporowego uksztatto-
wanego za pomocg trzech kratownic zastgpczych o zréznicowanej topologii, pokazuje ze
optymalizacja modeli ST powinna by¢ zagadnieniem wielokryterialnym, tak aby otrzymane
modele charakteryzowala optymalna sztywno$¢ przy zalozonej objetosci lub masie oraz
maksymalna niezawodnosc.
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The reliability of the support zone of beams formed
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Abstract: The following paper presents the analysis of the reliability assessment of a
reinforced concrete beam whose shear zone was formed with the use of various truss
models. Model 1 is a truss model that was generated using topological optimization. Model
2 is an intuitive model with vertical, tension bars which represent reinforcement in the shear
zone by means of stirrups. Model 3 is a statically indeterminate truss. The conducted
analysis of reliability of a support node formed with the use of three substitute trusses of
varied topology shows that statically determinate models produce lower structural
reliability than statically indeterminate models and thus the optimization of ST models
should be considered on multi-criteria basis with the aim of obtaining models that are
characterized by optimum stiffness and maximum reliability.
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