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Streszczenie: W teorii Zelbetu opisywane sa trzy fazy pracy belki zginanej; bez rys,
zarysowanej i w stanie rownowagi granicznej. Jednak elementy zelbetowe moga pracowaé
tez w stanie deformacji pokrytycznych, jak ma to miejsce podczas wstrzaséw sejsmicznych.
Wedhug regut Eurokodu 8, dotyczacego projektowania konstrukcji na terenach aktywnych
sejsmicznie, konstrukcje moga ulec duzym deformacjom plastycznym i z tego wzgledu
powinny charakteryzowac si¢ odpowiednia ciagliwo$cia globalna i lokalng. To powoduje iz
niezbgdna jest ocena ciagliwosci projektowanych konstrukcji zelbetowych. Do tego celu
konieczne jest wykorzystanie metod analitycznych, ktdre nie powinny by¢ zbyt mocno
rozbudowane, czy tez skomplikowane. W artykule zaproponowano rozszerzenie faz pracy
belki zginanej o fazy pracy, ktére maja miejsce po przekroczeniu klasycznego stanu
granicznego nosnosci. Zaprezentowano takze metode analizy pracy zelbetowego przekroju
zginanego we wszystkich jego fazach pracy. W metodzie tej budowane sa zaleznosci
moment-krzywizna dla okreslonego stanu wytgzenia przekroju.

Stowa kluczowe: Belka zelbetowa, przekroj, zginanie, ciagliwo$¢, krzywizna, stan
pokrytyczny.

1. Wprowadzenie

Analiza pracy elementow zelbetowych w formacji stanéw granicznych nosnosci
iuzytkowalnosci wg Eurokodu 2 [11] jest stosowana w klasycznych sytuacjach
projektowania konstrukeji. Sa jednak przypadki, kiedy konieczna jest nietypowa analiza
konstrukeji, ktora moze dotyczy¢ konstrukcji o szczegdlnej odpowiedzialnosci, konstrukcji
narazonych na dziatanie obcigzefi wyjatkowych, czy tez konstrukeji zlokalizowanych na
terenach aktywnych sejsmicznie. W przypadku oddzialywan sejsmlcznych beda to metody
analizy konstrukcji wedhug zalecen Eurokodu 8 [12] i woéwczas niezbgdna jest ocena
zachowania projektowanych konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych. Dlatego
nalezy sprawdzi¢ czy konstrukcja charakteryzuje si¢ wymagana ciagliwoscia globalna i
lokalna. Wymaga to zastosowania bardziej ztozonych metod analizy konstrukcji [1],
szeroko opisanych w pracy [2], innych niz w przypadkach typowych, poniewaz konstrukcje
doznaja duzych deformacji po uplastycznieniu materiatow, z ktorych sa wykonane.

W tym celu nalezy stosowaé¢ odpowiednie zwiazki konstytutywne dla betonu i stali,
w szczeg6Olnosci opisujace zaleznosci migdzy naprezeniami a odksztalceniami po
przekroczeniu wytrzymatosci. Konieczne jest tez uwzglednienie dynamicznego charakteru
obciazen, a takze co jest z tym zwiazane ich cyklicznego dzialania, co czyni analizg
zachowania konstrukcji bardziej ztozona. Wowczas metody analityczne staja si¢ bardzo
rozbudowane, a do tego sa czasochlonne i pracochtonne. Bardzo pomocne w tym
przypadku sa metody numeryczne bazujace na metodzie elementow skonczonych. Jednak
metody analityczne oceny pracy konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych mozna
bardzo uprosci¢ bez szkody dla ich doktadnosci. W niniejszym artykule zaprezentowano
metode analizy przekroju zelbetowego poddanego zginaniu bez udziatu sity podtuzne;.
Metoda ta moze mie¢ zastosowanie zarowno dla obciazen monotonicznych jak i obciazen
cyklicznych [6], a uzyskane ta droga wyniki moga postuzy¢ do poprawnej oceny pracy
pretowych elementow zelbetowych, rowniez w zakresie deformacji pokrytycznych.
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2. Fazy pracy belki zginanej

Na rys.l zilustrowane sa fazy pracy elementu zginanego. Na wykresie
zamieszczonym na tym rysunku, bedacym idealizowana zaleznoscia moment-krzywizna,
mozna wyrézni¢ kilka charakterystycznych punktéw, ktorym mozna przypisa¢ okre§lony
stan wytgzenia przekroju i towarzyszacych mu uszkodzen. Sa to: zarysowanie elementu
(punkt CR), uplastycznienie zbrojenia rozciaganego (SY), kruszenie betonu otuliny (CU),
odspojenie betonu otuliny (CS), wyboczenie Sciskanych pretow zbrojenia podtuznego (SF)
i stabilizacja nosnosci (SFU). Ponadto do prezentowane] zaleznosci mozna dodaé jeszcze
dalsze fazy pracy, ktorym towarzyszy kruszenie betonu w rdzeniu przekroju, a takze
zerwanie pretoOw zbrojenia rozciaganego.

Do chwili uplastycznienia zbrojenia rozciaganego nosno$¢ przekroju rosnie. Pdzniej
nastgpuje proces przyrostu deformacji, ptynigcia, ktéremu towarzyszy degradacja nosnosci.
Spadek nosnosci zapoczatkowany jest przez kruszenie betonu otuliny, a nastgpnie postgpuje
on w wyniku odspajania otuliny. Spadek no$nosci przekroju jest bardzo wyrazny od chwili
wyboczenia pretow zbrojenia podluznego. Pdzniej spadek nosnosci spowodowany jest
wyboczeniem zbrojenia Sciskanego i kruszeniem betonu wewnatrz szkieletu zbrojenia.
Intensywno$¢ poszczegdlnych destrukcyjnych proceséw zalezy od wlasciwoscei
mechanicznych zastosowanych materiatow, a przede wszystkim od ilo§¢ zbrojenia
podtuznego i poprzecznego, a takze sposobu jego rozmieszczenia w strefie przegubu
plastycznego.

Z punktu widzenia oceny plastycznego obrotu przekroju praktyczne znaczenie maja
dwa punkty na prezentowanej zalezno$ci; punkt w chwili uplastycznienia przekroju @y
i punkt w chwili umownego wyczerpania no$nosci @,.
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Rys.1. Fazy pracy belki zginanej

Definicje stanu wytgzenie przekroju, dla ktorego uznaje sig, ze nastapito
uplastycznienie przekroju i wyczerpanie jego no$nosci sa zroznicowane. Poczatek
uplastycznienia przyjmowany jest najczgsciej w chwili uplastycznienia zbrojenia
rozciaganego. Natomiast jako kryterium wyczerpania no$nosci przyjmowany jest umowny
spadek no$nosci
(0= 15%+30%) [3,12]. Jak mozna zauwazy¢ na rys.1 raptowny spadek nosnosci ma miejsce
po wyboczeniu niesprezystym sciskanych pretow zbrojenia podiuznego; wowczas beton nie
wspolpracuje z tym zbrojeniem. Dlatego mozna przyja¢, ze umowne wyczerpanie nosnosci
przekroju nastepuje z chwila wyboczenia pretow, co nie wymaga okreslania procentowego
spadku no$noséci. Wowczas graniczny moment zginajacy jest rowny Mg, a krzywizna @y

3. Modele materialow

Deformacjom pokrytycznym konstrukcji towarzysza duze odksztalcenia materiatow,
dlatego bardzo wazna jest czes¢ wykresu zalezno$ci naprezenie-odksztalcenie dla betonu
i stali po przekroczeniu wytrzymatosci. Zwiazki migdzy naprezeniami a odksztalceniami
powinny w maksymalnym stopniu odzwierciedla¢ rzeczywiste zachowanie materiatow dla
tak duzego stopnia ich wytgzenia. Ponad to w przypadku betonu nalezy uwzgledni¢
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odmiennie zachowanie betonu w otulinie i odmienne zachowanie betonu wewnatrz
szkieletu zbrojenia, a w przypadku stali zbrojeniowej nalezy uwzgledni¢ odmienne
zachowanie Sciskanych i rozciaganych pretow zbrojenia podiuznego.
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Rys.2. Modele betonu: a) beton otuliny (model Kent-Park [5]), b) beton uzwojony (Korentz[7])

SCG:

Na rys.2 zilustrowane sa modele betonu, ktore zostaly zastosowane w dalszej czgsci
analizy pracy przekroju zginanego. Przyjgto odmienne zwiazki naprgzenie-odksztatcenie
dla betonu otuliny i betonu wewnatrz szkieletu zbrojenia. Zachowanie betonu otuliny
opisuje model Kent-Park [5]. Natomiast zachowanie betonu uzwojonego opisuje model
Korentz [7], ktéry jest usrednionym modelem Kent-Park dla betonu nieuzwojonego [5]
i betonu uzwojonego [10].
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Rys.3. Modele zbrojenia: a) prety rozciagane, b) prety Sciskane (Korentz[8])

Na rys.3 zamieszczone sa modele pretow zbrojenia podiuznego. Dla pretow
rozciaganych przyjeto model sprgzysto-plastyczny ze wzmocnieniem (rys3a), a dla pretow
zbrojenia $ciskanego przyjeto model Korentz [9], ktéory uwzglednia ich niesprezyste
wyboczenie.

4. Praca przekroju zginanego

Poszczegdlnym fazom pracy belki zginanej, zilustrowanym na rys.l, towarzyszy
okreslony stan wytgzenia przekroju, ktéremu mozna przypisa¢ odpowiedni stan odksztalcen
i stan naprezen. Znajac zwiazki migdzy napr¢zeniami a odksztalceniami w betonie
i zbrojeniu podluznym, wykorzystujac warunki rownowagi sit przekrojowych i zwiazki
geometryczne oparte na hipotezie plaskich przekrojow mozna wyprowadzi¢ wzory do
obliczania krzywizny przekroju i momentu zginajacego przenoszonego przez przekrdj. W
analizie pomija si¢ wytrzymato§¢ betonu na rozciaganie. W celu uproszczenia analizy
przyjmuje si¢ w strefie Sciskanej zastepcze prostopadtoscienne bryty naprezen [4,11,13],
opisane parametrami A i 1, ktore sa zilustrowane na rys.4.

W pracy Korentz [8] podane sa zaleznosci do obliczania momentéw zginajacych
i krzywizn w formacji stanéw granicznych. Opisuja one trzy pierwsze fazy pracy przekroju:
zarysowanie przekroju, uplastycznienie 1 stan graniczny no$no$ci, ktory zastal
zdefiniowany przez graniczne odksztalcenie w skrajnym sciskanym wioknie betonu.
Zaleznosci dla fazy trzeciej moga by¢ roéwniez obliczane w sposob podany nizej, dla
przypadku zréznicowania wlasciwosci mechanicznych betonu otuliny i betonu wewnatrz
rdzenia przekroju.
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Dla okreslonego poziomu obciazenia w strefie $ciskanej dochodzi do kruszenia
betonu otuliny. Stan odksztalcen, stan naprgzen i sity przekrojowe w tej fazie pracy
przekroju ilustruje rys.4. Przyjmuje si¢, ze kruszenie betonu otuliny ma miejsce, od chwili
gdy odksztalcenia w skrajnym wloknie Sciskanym osiagna warto$¢ g.. Ponad to
uwzglednia si¢ odmienne zachowanie beton otuliny 1 betonu wewnatrz szkieletu zbrojenia,
a takze odmienne zachowanie pretéw $ciskanych i pretéw rozcigganych.
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Rys.4. Stan odl;sztaiceﬁ i naprezen w przekroju w chwili kruszenia betonu otuliny (stan CU)
W tej fazie wytgzenia krzywizng przekroju okresla wzor:
£,
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w ktorym wzgledna wysoko$¢ strefy $ciskanej &, jest rOwna:
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Bezwymiarowy moment zginajacy mozna oblicza¢ z zaleznosci:
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gdzie: &.,=x./d jest wzgledna wysokos'ciq strefy $ciskanej,
@;=pufsy/feo to mechaniczny stopien zbrojenia rozciaganego,
Ae» Ne 1 Aces Mee S8 parametrami zastepcze] bryly naprezen Sciskajacych w betonie,
k jest usrednionym parametrem modelu betonu Kenta-Parka,
Pr=c/b, Br=a,/d to parametry otuliny przekroju,
o= cssl/fSy i =0y/fy, to wskazniki poziomu naprezen odpowiednio w zbrojeniu
rozciaganym i zbrojeniu $ciskanym.
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Rys.5. Stan odksztalcen i naprezen w przekroju w chwili odspojenia otuliny (stan CS)
Przy dalszym wzroscie obciazenia dochodzi do odspojenia betonu otuliny. Zaktada

sig, ze odspojenie betonu otuliny zbrojenia podluznego ma miejsce w chwili, gdy
odksztalcenia betonu otuliny na poziomie $rodka cigzkosci zbrojenia $ciskanego osiagaja
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maksymalng warto$¢ tj. sa rowne odksztatceniu .. Stan odksztatcen i naprezen, a takze sit
przekrojowych w tej fazie wytgzenia przekroju ilustruje rys.5.
Krzywizng przekroju w chwili odspojenia otuliny okresla zaleznos¢:
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Wzgledna wysokos$e strefy Sciskanej &, w chwili odspojenia betonu otuliny obliczana
jest ze wzoru:
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Bezwymiarowy moment zginajacy m przenoszony przez przekrdj wyznaczany jest z
zalezno$ci:
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Odspojeniu  otuliny zazwyczaj towarzyszy niesprezyste wyboczenie pretow
sciskanych. Ten stan wytezenia przekroju jest zdefiniowany przez chwilg, w ktorej prety
$ciskane osiagaja no$nos¢ 6=f;r. Po przekroczeniu napr¢zenia fy i odpowiadajacemu temu
naprezeniu odksztalcenia g nosnosé pretéw Sciskanych maleje (rys.3b).
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Rys.6. Stan odksztatcen i naprezen w przekroju w chwili wyboczenia pretow $ciskanych (stan SF) i w
chwili stabilizacji (stan SFU)

W tej fazie wytgzenia przekroju zakiada sig, ze w pretach sciskanych sa najwigksze
naprezenia, rowne fy, co odpowiada maksymalnej sile przenoszonej przez te prety. Beton
otuliny ulega destrukcji na krawgdziach bocznych, a beton wewnatrz szkieletu zbrojenia
doznaje coraz wigkszych odksztatcen. Stan odksztatcen i naprgzen, a takze sity przekrojowe
w chwili wyboczenia pre¢tow ilustruje rys.6.

Krzywizna przekroju w chwili wyboczenia pretow jest wyrazona wzorem:
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w ktorym wzgledna wysoko$¢ strefy $ciskanej opisuje zalezno$é:
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gdzie: Br=a./d to parametr otuliny zbrojenia.
Bezwymiarowy moment zginajacy mgs przenoszony przez przekroj jest rowny:
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Kolejna faza pracy elementu zginanego ma miejsce po wyboczeniu pretow zbrojenia
sciskanego. Po wyboczeniu niespre¢zystym no$no$é preta Sciskanego raptownie obniza sig,
a nastgpnie stabilizuje si¢ na pewnym poziomie dla naprg¢zenia w zbrojeniu Sciskanym
6o=fsn, zaleznym migdzy innymi od jego smuklosci (por. rys.3b). Beton otuliny ulega
dalszej destrukcji na krawedziach bocznych strefy Sciskanej. Stan odksztalcen i naprgzen
w przekroju w tej fazie wytgzenia ilustruje rys.6.

Dla takiego stanu wytgzenia przekroju krzywizna wyrazona jest wzorem:
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Bezwymiarowy moment zginajacy mgg, przenoszony przez przekroj jest rowny:
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Od tej chwili, przy dalszym zwigkszaniu wytgzenia przekroju, no$nos¢ przekroju
stabilizuje si¢ na tak okreslonym poziomie. Wynika to oczywiscie z przyjetych modeli
betonu wewnatrz szkieletu zbrojenia i zbrojenia.

Przeprowadzanie obliczen prezentowanymi wzorami, szczegodlnie wzorami do
obliczania wysoko$ci strefy $ciskanej, wymaga zastosowania metod iteracyjnych lub
wykorzystania aplikacji do rozwiazywania uktadow réwnan, np. Mathcad.
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5. Przyklad zastosowania

Przedstawiona metode¢ analizy pracy przekroju zginanego zilustrowano przyktadem
wplywu rozstawu strzemion w strefie potencjalnego przegubu plastycznego na zachowanie
tego przekroju w zakresie deformacji pokrytycznych. Jednocze$nie uzyskane wyniki
obliczen skonfrontowano z wynikami analizy numerycznej przeprowadzonej programem
Xtract [14].
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Rys.7. Poréwnanie wynikow obliczen analitycznych z wynikami uzyskanymi z analiz numerycznych.

Na rys.7 zamieszczone sa zaleznosci moment-krzywizna uzyskane na podstawie
przedstawionych rozwiazan analitycznych i uzyskane metoda elementow skonczonych.
Wspoétrzedne punktéw wykresu w chwili zarysowania 1 uplastycznienia przekroju
obliczono na podstawie zaleznosci z pracy Korentz [7].

Przedmiotem analizy jest przekrdj prostokatny o stopniu zbrOJema rozciaganego
p1=1.12%. Zbrojenie S$ciskane stanowilo polowe zbrojenia rozciaganego p,=0.5p;.
Wytrzymatos¢ na $ciskanie betonu nieuzwojonego wnosita f,,=25MPa. Parametry stali
zbrojeniowej byly nastepujace fsy—400MPa f=600MPa, &4=0.01, Eay™ =0.10. Analize
przeprowadzono dla réznych rozstawdw strzemion, ktore sa najczgsciej stosowane
w belkach zelbetowych s=12.5cm, 18cm, 24cm i 30cm. Dla tak zrdéznicowanych rozstawow
strzemion zachowanie $ciskanych prqt(')w zbrojenia podtuznego byto odmienne i r6zne byty
wlasciwosci mechaniczne betonu wewnatrz szkieletu zbrojenia, co uwzgledniano
przyjeciem odpowiednich modeli pretéw zbrojenia podtuznego i betonu uzwojonego.

Wyniki obliczen przedstawione na rys.7 pokazuja, ze rozstaw strzemion ma bardzo
duzy wplyw na pracg zginanego przekroju zelbetowego. Zmniejszenie rozstawu strzemion
w istotny sposob zwigksza mozliwosci plastycznego obrotu przekroju, zwigksza tzw.
ciagliwos¢ krzywizny. Natomiast zwigkszenie rozstawu strzemion obniza ciagliwo$é
przekroju, a dla rozstawow strzemion wigkszych od dziesigciu $rednic zbrojenia $ciskanego
ciagliwos¢ przekroju jest na zblizonym poziomie. Poprawnos¢ proponowanych rozwigzan
analitycznych potwierdza dobra zgodnos¢ uzyskanych wynikow obliczen z analiza MES.

6. Uwagi koncowe

W szczegolnych przypadkach konstrukcje w czasie ich uzytkowania moga pracowaé
w stanie deformacji pokrytycznych. Niekiedy konieczne jest réwniez sprawdzenie jak
zachowaja si¢ projektowane konstrukcje i elementy konstrukcyjne w ekstremalnych
warunkach, po ich uplastycznieniu.

Wymaga to zdefiniowania i wprowadzenia nowych faz pracy elementow po
przekroczeniu stanu granicznego no$nosci, a takze zastosowania metod analizy, ktore
pozwola na okreSlenie parametréw oceny zachowania konstrukcji i elementow
konstrukeyjnych w stanie deformacji pokrytycznych.

Zaproponowana metoda analizy przekroju obejmuje caty zakres deformacji przekroju
zginanego, od zarysowania do odspojenia otuliny i wyboczenia pretéw zbrojenia
podluznego. Metoda ta pozwala na oceng podstawowych parametrow zbrojenia podtuznego
1 poprzecznego na zachowanie przekroju. W przypadku zbrojenia podituznego beda to
procent zbrojenia rozciaganego, procent zbrojenia $ciskanego i $rednica pretow zbrojenie
podiuznego, a w przypadku zbrojenia poprzecznego sa to rozstaw strzemion i ich $rednica
oraz konfiguracja strzemion.
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The method of analysis of a reinforced concrete section
under bending in the post-yield range

Jacek Korentz'
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Abstract. Predicting the behavior of plastic hinges subjected to large inelastic
deformations caused by extreme loads such as earthquakes plays an important role in
assessing maximum stable deformation capacities of framed concrete structures. This paper
presents an analytical procedure for analysing the behaviour of a reinforced concrete
section under bending in the post-yield range. The following stages of section behaviour are
defined as the uncracked; first cracked; yielding; cover crushing; cover spalling; buckling
of bars; and limit stages. The relationship between the moment and curvature in these
stages, including the effects of concrete confinement, the spalling of the concrete cover, and
the inelastic buckling of the reinforced bars, are considered. The results obtained from
analytical calculations have are compared to the results obtained from a computer analysis.
The presented method makes it possible to estimate the ductility of reinforced concrete
members with various longitudinal and transverse reinforcement.

Keywords: RC section, bending, ductility, curvature, post-yield range.



