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Streszczenie: Celem niniejszej pracy jest analiza statyczna konstrukcji prgtowych
w ujeciu  probabilistycznym. Parametry projektowe konstrukcji zdefiniowano jako
wielko$ci deterministyczne oraz zmienne losowe. Zmienne losowe nie sa skorelowane.
Kryterium awarii konstrukcji okreslaja funkcje graniczne zwiazane ze stanem granicznym
nosnosci 1 uzytkowalnosci. Wyznaczono wskaznik niezawodnosci Cornella oraz Hasofera-
Linda. Podstawowa metoda badawcza jest metoda FORM. W celu weryfikacji poprawnosci
obliczen zastosowano metody: SORM, Monte Carlo oraz Importance Sampling.
Wyznaczono wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci na zmienne losowe. W
przedstawionych przyktadach analizy niezawodno$ci wykorzystano program STAND.

Stlowa Kkluczowe: zmienne losowe, wskaznik niezawodno$ci, metoda FORM,
wrazliwo$¢ wskaznika niezawodnosci.

1. Wstep

Do lat trzydziestych XIX wieku bezpieczenstwo konstrukcji wynikato ze stosowania
w projektowaniu tzw. metody obciazen niszczacych, wywodzacej si¢ od koncepcji
Galileusza [1]. Pod wplywem prac C. A. Coulomba [2], H. Treski [3] i J. J. Guesta [4]
uksztattowata si¢ metoda naprgzen dopuszczalnych. Powyzsze metody stosowane byty
w réznych wersjach w normach projektowania konstrukcji budowlanych do konca lat
siedemdziesiatych XX wieku. Radykalng zmiang podej$cia do projektowania i oceny
bezpieczenstwa konstrukcji zapoczatkowaty niezalezne prace W. Wierzbickiego [5] i N. S.
Streleckiego [6]. W pracach tych zaproponowano, by bezpieczenstwo konstrukeji
budowlanych traktowa¢ jako zdarzenie losowe i analizowaé metodami rachunku
prawdopodobienstwa. Na podstawie tych koncepcji opracowano, stosowana obecnie
w normach, pélprobabilistyczng metode stanow granicznych.

W metodzie tej nie operuje si¢ bezposrednio zmiennymi losowymi X, lecz ich
warto$ciami charakterystycznymi 1 obliczeniowymi. Warto$¢ charakterystyczna X
zmiennej losowej X, to warto$¢, ktora moze zosta¢ przekroczona z pewnym z gory
zatozonym, odpowiednio malym prawdopodobienstwem. Warto$¢ obliczeniowa X4
zmiennej losowej X powstaje przez pomnozenie jej wartosci charakterystycznej przez
odpowiedni czgsciowy Wspolczynmk bezpieczenstwa Y. Obliczenia projektowe polegaja na
sprawdzeniu, czy wartosci obliczeniowe spelniaja rownanie projektowe, wihasciwe dla
danego stanu granicznego. Cze$ciowe wspotczynniki bezpieczenstwa powinny by¢ tak
dobrane, aby spetnienie przez wartosci obliczeniowe réwnania projektowego zapewniato
elementowi konstrukcyjnemu odpowiedni stopien niezawodnosci.

Probabilistyczne metody pozwalaja na iloSciowa oceng niezawodno$ci konstrukcji.
W metodach tych wykorzystywane sa informacje o typach rozkladu zmiennych
projektowych i ich parametrach. Takie sformutowanie pozwala na jawne uwzglednienie
losowosci w procesie projektowania. W rezultacie, mozliwa jest budowa modelu
matematycznego, ktory pozwala oszacowac, jakie jest prawdopodobienstwo okreslonego
zachowania konstrukcji.

Ze wzgledu na sposob obliczenia prawdopodobienstwa awarii metody te dzielimy na:

e aproksymacyjne: FORM, SORM, metoda powierzchni odpowiedzi,

e symulacyjne: klasyczna metoda Monte Carlo, Importance Sampling, Sztuczne

Sieci Neuronowe.
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W prezentowanej pracy metody symulacyjne byly stosowane jedynie do weryfikacji
poprawnosci  obliczen. Podstawowa metoda badawcza byla jedna z metod
aproksymacyjnych FORM. Jako miar¢ niezawodnosci, przyjeto tzw. wskaznik
niezawodnosci Hasofera-Linda [7]. Bardzo duza zaleta metody FORM jest to, ze
umozliwia ona obliczenie wrazliwosci wskaznika niezawodnoS$ci na zmiang dowolnych
wystepujacych w opisie zadania parametréw praktycznie bez potrzeby dodatkowych
obliczen jako pierwsza pochodna wskaznika B po zadanej zmiennej. Metoda FORM daje
najlepsze rezultaty, gdy istnieje tylko jeden punkt projektowy, funkcja graniczna nie jest
silnie nieliniowa, jest rozniczkowalna.

2. Program STAND jako narzedzie w analizie niezawodnoSci

W  przedstawionych ponizej przyktadach analizy niezawodnosci wykorzystano
program STAND. Autorami programu sa Knabel, Kolanek, Nguyen Hoang, Stocki,
Tauzowski, Lasota [8, 9] z Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN. Realizacja
zadania niezawodnosci konstrukcji przy uzyciu programu STAND rozpoczyna sig¢ od
stworzenia modelu obliczeniowego. Uzytkownik programu podaje parametry brzegowych
rozktadow prawdopodobienstwa zmiennych losowych, a w przypadku zmiennych
skorelowanych takze wspotczynniki korelacji wzajemnej. W programie STAND funkcja
tacznej gestosci prawdopodobienstwa wektora zmiennych losowych aproksymowana jest
za pomoca tzw. modelu Natafa. Model Natafa [10] pozwala na efektywna transformacje
oryginalnych zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni standardowej. W obecnej
wersji programu do opisu zmiennych losowych przyjmowane moga by¢ nastgpujace
rozktady prawdopodobienstwa: jednostajny, normalny, log-normalny, wykladniczy,
Rayleigha, Gumbela, Frecheta i Weibulla.

Po zdefiniowaniu modelu obliczeniowego uzytkownik wprowadza wzér funkcji
granicznej w standardowym zapisie matematycznym jako zalezno$¢ od zmiennych
losowych podstawowych i zewngtrznych. W pracy rozpatrywane sa dwa typy warunkow
odpowiedzialnych za stan graniczny nosno$ci i uzytkowania. Nastgpny etap to wybor
metody analizy niezawodno$ci oraz uruchomienie obliczen. Zadanie konczy sig
wygenerowaniem informacji zawierajacej wartosci prawdopodobienstwa awarii oraz jego
wrazliwosci na parametry rozktadow prawdopodobienstwa zmiennych losowych.

3. Przyklady

3.1. Przyklad 1

Analiz¢ niezawodno$ci przeprowadzono dla konstrukcji ramowej hali stalowej
(rys.1la). Konstrukcjg analizowano przy zalozeniu liniowo-sprg¢zystego modelu materiatu
oraz matych przemieszczen.

Jako wielko$ci deterministyczne przyjeto: pola przekrojow elementdw, ich momenty
bezwtadnosci oraz dlugosci stupow i rygli. Ponizej wymieniono wielkosci o charakterze
probabilistycznym:

X, — obciazenie state od ci¢zaru wlasnego pokrycia z 1m potaci dachowej,

X5 — obciazenie state od cigzaru wlasnego okladziny z 1m §ciany ostonowe;j,

X; — obciazenie state z fragmentu obudowy dachu i $ciany przy okapie sprowadzona do sity
skupionej oddziatywujacej na stup konstruke;ji,

X, — obciazenie zmienne od réwnomiernego obciazenia $niegiem potaci dachowe;j,

X5 — obciazenie zmienne z fragmentu dachu i $ciany przy okapie sprowadzona do sity
skupionej oddziatywujacej na stup konstrukc;ji,

X5 — modut sprezystosci dla stali S235JR,

X — granica plastycznosci dla stali S235JR.
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Rys. 1. Uktad nosny hali stalowej a) schemat ramy, b) obciazenie konstrukcji.

Tabela 1. Opis zmiennych losowych

Zmienna Rozktad Wartos¢ Odchylenie Wspotczynnik
losowa prawdopodobienstwa srednia standardowe Zmiennosci

obcigzenie X, normalny 4,83 [kN/m] 0,96 [kN/m] 20 [%]
obcigzenie X, normalny 12,28 [kN/m] 2,46 [kN/m] 20 [%]
obcigzenie X3 normalny 8,59 [kN] 1,9 [kN] 22 [%]
obciazenie X4 normalny 12,96 [kN/m] 2,6 [kN/m] 20 [%]
obciazenie Xs normalny 6,48 [kN] 1,42 [kN] 22 [%]
modut sprezystosci X, normalny 231-10° [kN/m2]  24.,26:10° [kN/m2] 10,5 [%]
granica plastycznosci Xy normalny 263,2:10° [kN/m2]  30,27-10° [kN/m2] 11,5 [%]

Analizg niezawodnosci przeprowadzono dla najbardziej niekorzystnej kombinacji
obcigzen: obciazenie stale + roéwnomierne obcigzenie $niegiem (rys. 1b). Funkcjami
granicznymi natozonymi na konstrukcj¢ nos$na sa ograniczenia przemieszczeniowe
zwigzane ze stanem granicznym uzytkowalno$ci oraz ograniczenia naprgzeniowe
odnoszace si¢ do stanu granicznego no$nosci. Wstegpna analiza stanu przemieszczen i sit
wewngtrznych wykonana za pomocg programu Robot pozwolita zlokalizowa¢ miejsca
wystepowania ich ekstremalnych wartosci. Nastepnie stosujac Metode Elementow
Skonczonych wyznaczono w programie Mathematica wzoér na maksymalne
przemieszczenie pionowe

g (X)= 825,764X, +642829X, +275,255X ; + 639288X, +275,255X ;

Xﬁ
oraz maksymalny moment zginajacy
_33,8188X, +33,6098X,

N 0,00624.X,

w funkcji zmiennych losowych o wektorze: X = {X;, X5, X;, X, X5, Xy, X7}
Sformutowano funkcje graniczne opisujace:
e stan graniczny uzytkowalnosci

Q)

M (X)

@

gl(X)=l—M 3
qdop

gdzie q4,,~L/250 oznacza przemieszczenie dopuszczalne wg normy PN-EN 1993-1-1.
Dla rozwazanej konstrukcji warto$¢ gq,,= 0,096 m.
e stan graniczny no$nosci
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X)) =1-—+ “

gdzie W, — oznacza sprezysty wskaznik wytrzymatosci stupa. Dla profilu HEB 450
warto$¢ 17,=0,00624 m”.

Wykorzystujac wzory:
ag + 2 afly,
p=——E— 6)
>(a,0y,)
i=l
oraz
gy, My, Kty )
p=-—= - )
n ag
o Oy,
El BX i wartosci Xi
Srednie

gdzie: g(ux, fx, ..., ty,) — funkcja graniczna w funkcji zmiennych losowych X;, a;
(=0, 1, 2, ..., n) — wspdlczynniki, X; — niezalezne zmienne losowe o rozkladach
normalnych, uy; — warto$¢ srednia zmiennej losowej, ay; — wariancja zmiennej losowej;
dla liniowej (5) i nieliniowej (6) postaci funkcji granicznej otrzymano warto$¢ wskaznika
niezawodnosci Cornella dla stanu granicznego uzytkowalnosci £,=2,09, co odpowiada
prawdopodobiefistwu awarii na poziomie p,= 0,023 oraz dla stanu granicznego no$nosci
$>=5,09 co ksztaltuje zawodno$¢ konstrukcji na poziomie p, = 1,0-107. Nastgpnie
wyznaczono warto§¢ wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda metoda FORM
oraz, dla pordwnania, innymi stosowanymi metodami niezawodnosci tj. SORM, Monte
Carlo i Importance Sampling. Wyniki zestawiono w tabeli 2. Oszacowano btad wzgledny
wyznaczenia wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda przy zatozeniu, ze ukladem
odniesienia jest metoda Monte Carlo (tabela 3).

Tabela 2. Analiza porownawcza obliczania wskaznika niezawodnosci

. Wskaznik Monte Importance
Typ analizy Cornella FORM SORM Carlo  Sampling
Stan graniczny uzytkowalnosci (funkcja g;) 2,09 1,8315 1,8294 1,9085 1,8211
Stan graniczny nosnosci (funkcja g5) 5,09 3,5301 3,4580 3,7190 3,5079

Tabela 3. Blad wzgledny wyznaczania wskaznika niezawodno$ci w odniesieniu do metody Monte Carlo

Typ analizy FORM SORM Importance Sampling
Stan graniczny uzytkowalno$ci (funkcja g;) 4,035 4,145 4,580
Stan graniczny nosnosci (funkcja g,) 5,079 7,018 5,676

W wyniku przeprowadzonej analizy niezawodnosciowej w programie STAND
uzyskujemy rowniez informacj¢ dotyczaca liczby wywotan funkcji granicznej, a co z tym
zwigzane czasu niezbg¢dnego do oszacowania wskaznika niezawodnosci (tabela 4). Ponadto
otrzymano wykresy obrazujace wrazliwos¢ wskaznika niezawodno$ci na zmienne losowe
dla funkcji granicznej opisujacej stan graniczny nos$no$ci (rys. 2.) oraz stan graniczny
uzytkowalnosci (rys. 3.).

Tabela 4. Analiza efektywnos$ci numerycznej metody FORM w stosunku do innych metod
Typ analizy FORM  SORM  Monte Carlo Importance Sampling
Stan graniczny uzytkowalnosci (funkcja g,) 32 74 4000 532
Stan graniczny nosnosci (funkcja g) 28 40 10000 528
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Rys. 2. Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci f na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujacej stan
graniczny nos$nosci
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Rys. 3. Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnoSci f na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujacej stan
graniczny uzytkowalnosci

3.2. Przyklad 2

W przyktadzie 2 analizie niezawodno$ci poddano konstrukcje tuku ze Sciagiem
i wieszakami obciazona obcigzeniem rownomiernie roztozonym (rys. 4). Element nosny
zaprojektowano z dwuteownika 200 wykonanego ze stali S235H o granicy plastycznos$ci
f;=215 MPa. Zalozono, Ze konstrukcja jest zabezpieczona przed skreceniem oraz utrata
stateczno$ci w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny, w ktdrej si¢ znajduje.

Podobnie jak w przyktadzie 1 zatozono liniowo-sprgzysty model materiatu oraz mate
przemieszczenia. Jako wielkoSci deterministyczne przyjeto: pole przekroju dwuteownika,
rozpigtos¢ 1 1 strzatka tuku f oraz kat v — kat pomigdzy styczna do tuku a poziomem.
Wielkosci o charakterze probabilistycznym wraz z ich opisem zestawiono w tabeli 5.
Ograniczeniem natozonym na konstrukcj¢ no$na sa ograniczenia zwiazane z maksymalna
sita $ciskajaca odnoszace si¢ do stanu granicznego no$nosci.

10 kN/m

X200

L 30m ,L

Rys. 4. Luk ze $ciagiem i wieszakami wraz ze schematem obciazenia.



224 Agnieszka Dudzik, Urszula Radon

Tabela 5. Opis zmiennych losowych

Zmienna Rozktad Wartos¢ Odchylenie Wspolczynnik
losowa prawdopodobienstwa srednia standardowe zmiennosci
obciazenie X, normalny 11,5 [kN/m] 1,725 [kN/m] 15 [%]
obciazenie X, normalny 5,75 [kN/m] 0,8625 [kKN/m] 15 [%]
granica plastycznos$ci Xs normalny 240,8-10° [kN/m?]  27,692-10° [kN/m?’] 11,5 [%]

Wiedzac, ze sita w $ciagu wyrazona jest wzorem:
(X, + X))’
8f

gdzie: [ — rozpigtos¢ tuku (/ = 30 m) oraz f— strzatka tuku (= 6 m),
maksymalng obliczeniowa sit¢ $ciskajaca, ktdra stanowi sita normalna przy podporze
opisuje wzor:

H= @)

H (X, +X,)I’

N, = 8
“ " cosy  8fcosy ®)
Funkcja graniczna opisujaca stan graniczny nosnosci ma postac:
Nea
g (X)) =1- z|v—| ©9)

b,Rd

gdzie: Npgs — nos$nosé dwuteownlka ze wzgledu na wyboczenie wyrazona wzorem
Nora = - A-Xs/pao (A = 0,00335 m%, ypp = 1), x —wspolczynnik wyboczeniowy (y = 0,315).
Podstawiajac wszystkie dane oraz przechodzac na zapis w funkcji zmiennych losowych
o wektorze X={X, X,, X3} otrzymujemy:

900(X, + X
() =1- 20N+ )
0,0396 X,

Korzystajac ze wzoru (6) dla nieliniowej postaci funkcji granicznej obliczono
wskaznik niezawodnos$ci Cornella dla stanu granicznego no$nosci B;=1,47, co odpowiada
prawdopodobienstwu awarii na poziomie pr = 0,095. Podobnie jak w poprzednim
przyktadzie wyznaczono warto$¢ wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda metoda FORM
oraz, dla porownania, metodami SORM, Monte Carlo i Important Sampling. Wyniki
zestawiono w tabeli 6. Oszacowano btad wzgledny wyznaczenia wskaznika niezawodnos$ci
Hasofera-Linda przy zatozeniu, ze uktadem odniesienia jest metoda Monte Carlo (tabela 7).

(10)

Tabela 6. Analiza porownawcza obliczania wskaznika niezawodnosci

. Wskaznik Monte  Importance
Typ analizy Cornella FORM — SORM Carlo Sampling
Stan graniczny nosnosci (funkcja g3) 1,47 1,2866 1,2865 1,2377 1,2922

Tabela 7. Btad wzgledny wyznaczania wskaznika niezawodnosci w odniesieniu do metody Monte Carlo
Typ analizy FORM SORM Importance Sampling
Stan graniczny no$nosci (funkcja g3) 3,951 3,943 4,403

Podobnie jak w przyktadzie 1 uzyskano informacje¢ dotyczaca liczby wywotan funkcji
granicznej (tabela 8) oraz otrzymano wykres obrazujacy wrazliwos¢ wskaznika
niezawodnosci na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujacej stan graniczny
no$nosci (rys. 5.).

Tabela 8. Analiza efektywnos$ci numerycznej metody FORM w stosunku do innych metod
Typ analizy FORM  SORM  Monte Carlo _Importance Sampling
Stan graniczny nosnosci (funkcja gs) 20 32 1000 520
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Rys. 5. Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci  na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujacej stan
graniczny nos$nosci

4. Whnioski

Jednym z celéw pracy bylo sprawdzenie, czy proste narzedzie, jakim jest metoda
FORM, jest wystarczajace do przeprowadzenia analizy niezawodnosci konstrukeji.
Dla poréwnania w pracy przedstawione zostaly inne stosowane metody niezawodno$ci
tj. SORM, Monte Carlo, Importance Sampling. Oszacowano btad wzgledny wskaznika
niezawodnosci dla poszczegdlnych metod przy zatozeniu, ze uktadem odniesienia jest
metoda Monte Carlo. Analizujac wyniki mozemy zauwazy¢, ze blad ten oscyluje
w granicach 4-5% mozna wigc uzna¢, ze metoda FORM jest dostatecznie doktadna. Nie
bez znaczenia jest rowniez czas obliczen, ktory uwarunkowany jest liczbg wywotan funkcji
granicznej. Odnoszac si¢ np. do rezultatéw =z przykladu 2 do oszacowania
prawdopodobienstwa awarii w przypadku metody FORM wystarczy 20 wywotan,
w metodzie SORM 32, w metodzie Importance Sampling 520, za§ w metodzie Monte Carlo
1000. Pozwala to wnioskowa¢, ze metoda Monte Carlo nie nadaje si¢ do zastosowania
wduzych zadaniach niezawodnos$ciowych. Zwiazane jest to jak widaé ze znacznym,
w porownaniu z metoda FORM, czasem obliczen oraz brakiem mozliwosci szybkiego
uzyskania wrazliwosci otrzymywanego wskaznika niezawodnosci na parametry
projektowe. Jednak ze wzgledu na duza doktadno$é metoda ta stuzy do oszacowania biedu
wynikajacego z zastosowania metod pierwszego i drugiego rzgdu. Metoda FORM pozwala
uzyskac szybka odpowiedz, co umozliwia jej zastosowanie w praktyce inzynierskiej, jako
jeden z modutéw obliczeniowych programow wspomagajacych projektowanie konstrukcji.

Niezaleznym, ale bardzo istotnym elementem pracy jest badanie wrazliwo$ci
wskaznika niezawodno$ci na zmiany charakterystyk probabilistycznych rozwazanych
zmiennych losowych. Analizujac wyniki otrzymane w przyktadzie 1 dla stanu granicznego
no$nosci (rys. 2.) mozemy zauwazy¢, ze wrazliwo$¢ wskaznika niezawodnosci jest
najwigksza dla zmiennej losowej X; opisujacej granicg plastyczno$ci materiatu, natomiast
najmniejsza dla zmiennej losowej X, wyrazajacej obciazenie state od cigzaru wiasnego
okladziny ze §ciany ostonowej. Wyniki obliczefi uzyskane dla stanu granicznego
uzytkowalnosci (rys. 3.) wskazuja, ze wrazliwo$¢ wskaznika niezawodno$ci jest najwicksza
dla zmiennej losowej X, opisujacej modut sprezystosci stali S235JR, za$ najmniejsza
(podobnie jak dla stanu granicznego no$no$ci) dla zmiennej losowej X,. Wykresy
przedstawione w przyktadzie 2 (rys. 5.) §wiadcza o tym, ze wrazliwo$¢ wskaznik jest
najwigksza dla zmiennej X5 opisujacej granicg plastycznosci stali S235H, a najmniejsza dla
zmiennej X, okreSlajacej obciazenie. Znajomos¢ tej wrazliwo$ci ma duze znaczenie w
lepszym zrozumieniu pracy konstrukcji. Jezeli wrazliwos¢ wskaznika niezawodnos$ci ze
wzgledu na zmienng losowa X jest mata w poréwnaniu do innych zmiennych to mozemy
uznad, iz wpltyw tej zmiennej na warto$¢ prawdopodobienstwa awarii jest niewielki 1 w
kolejnych obliczeniach traktowac ja jako parametr deterministyczny.
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Abstract: The study concerns the static analysis of rods structures in terms of
probabilism. Structural design parameters are defined as the deterministic values and
random variables. Random variables are not correlated. The criterion for structural failure is
expressed the limits of functions referring to the ultimate and serviceability limit state. The
Cornell and Hasofer-Lind index is used as a reliability measure. The primary research
method is the FORM method. In order to verify the correctness of the calculation SORM,
Monte Carlo and Importance Sampling methods are used. The sensitivity of reliability
index to the random variables is defined. The STAND program is used to present the
examples of reliability analysis.

Keywords: random variables, the reliability index, FORM method, the sensitivity of
the reliability index.



