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Streszczenie: Praca dotyczy nieliniowej analizy numerycznej napre
i przemieszcze wzłów kratownicowej wiey aluminiowej. Załoono model materiału 
Ramberga – Osgooda (RO) przedstawiajcy potgow zaleno midzy odkształceniem 
i napreniem: (). W celu identyfikacji zalenoci odwrotnej – (), dla materiału 
aluminiowego, zastosowano sztuczn sie neuronow (SSN). W zwizku z koniecznoci
wzmocnienia konstrukcji, do układu wprowadzono spryste elementy stalowe. 
Przeprowadzono analiz stanu napre i ekstremalnych przemieszcze podczas 
cyklicznego obciania i odciania układu. Wykonano dwa rodzaje globalnych odcie – 
spryste i sprysto – plastyczne. Przedstawione zostały zalenoci midzy wartoci
parametru obcienia konfiguracyjnego, a wychyleniem wierzchołka A wiey. Analiza 
została wykonana za pomoc programu hybrydowego integrujcego MES i SSN.

Słowa kluczowe: analiza numeryczna, model materiału Ramberga – Osgooda, 
sztuczna sie neuronowa, neuronowy model materiału. 

1. Wprowadzenie 
Aluminium jako materiał konstrukcyjny zyskuje w ostatnich latach coraz wiksz

popularno w rodowisku projektantów – architektów i konstruktorów. Przy tworzeniu 
niektórych projektów aluminium moe by konkurencyjne dla stali, szczególnie gdy 
wymagane jest zastosowanie lekkiego, odpornego na korozj atmosferyczn, estetycznego 
materiału. Innymi zaletami konstrukcji aluminiowych s: łatwo montau, wzmocnie
i demontau, moliwo pełnego recyklingu, dua wytrzymało w niskich temperaturach 
oraz odporno na działanie wielu czynników chemicznych. Około 20% wyrobów 
ze stopów aluminium wykorzystuje si rónych branach budownictwa. Pokrycia fasad 
i dachów to najczstsze zastosowanie aluminium w budownictwie. Obszar projektowy to 
głównie konstrukcje wieowe i masztowe, ale znane s równie przykłady mostów, 
wiaduktów, kładek, przekry prtowych, kopuł i zbiorników. Z uwagi na wysokie koszty 
wytwarzania, nisk odporno na wysokie temperatury (w temperaturze 120oC 
wytrzymało zmniejsza si o 50 – 75%) oraz mał sztywno (E  70GPa) zakres 
zastosowa aluminium w konstrukcjach inynierskich jest zawony [1]. 

Wzmacnianie konstrukcji jest jedn z bardziej efektywnych metod zwikszania 
nonoci oraz przedłuania okresu ich eksploatacji. Konieczno wzmocnienia czsto 
zachodzi w przypadku zmiany warunków uytkowania, wad konstrukcyjnych, zuycia 
eksploatacyjnego a take w zwizku z przypadkowymi uszkodzeniami.  

W niniejszej pracy przedstawiono dwuetapow analiz numeryczn wiey kratowej 
z aluminium przy załoeniu nieliniowych właciwoci fizycznych materiału. W pierwszej 
kolejnoci rozpatrywano prac układu zamodelowanego w całoci z aluminium. Analizie 
poddano naprenia wyznaczane w elementach o najwikszym wyteniu oraz ekstremalne 
przemieszczenia. W zwizku z przekroczeniem II stanu granicznego zdecydowano 
wzmocni konstrukcj przez wymian kolejnych elementów ukonych i poziomych (el.17-
25, por. rys. 1a) na spryste stalowe. Ponownie przeprowadzono analiz dla ronych 
konfiguracji obciania i odciania układu. 



Beata Potrzeszcz-Sut, Ewa Pabisek276

2. Opis modelu numerycznego analizowanej kratownicy 

2.1. Geometria i obcienie układu 
Analizowany układ prtowy jest krótszym bokiem wiey o wymiarach podstawy 

3,048 m x 6,069 m i wysokoci 15,24 m (rys. 1a). Konstrukcja została zamodelowana 
elementami kratowymi i obciona działaniem wiatru zastpionego wzłowymi siłami 
skupionymi. Schemat statyczny kratownicy został zaczerpnity z prac J. Ghaboussiego [2], 
E. Pabisek [3] oraz K. Hoan-Kee [4], w których zaproponowano róne metody 
formułowania neuronowego modelu materiału (NMM). 

W pracy zaprojektowano geometri przekrojów elementów i dobrano materiał 
powołujc si na normy europejskie [5, 6, 7]. Do analizy przyjto stop aluminium  
EN AW-6005A, stosowany w elementach budowlanych i konstrukcyjnych, dla których 
wymagana jest wysoka wytrzymało. Profile z tego stopu dobrze poddaj si wszelkim 
rodzajom obróbki mechanicznej oraz termicznej. Szczegółowe parametry geometryczne 
i materiałowe przedstawiono na rysunku 1b. 
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(elementy 11-25) 

RP120x100x6 
A2 = 2940 mm2

Rys. 1. a) geometria i obcienie, b) charakterystyki materiału i przekrojów analizowanego układu 
kratowego. 

2.2. Model materiału Ramberga – Osgooda 
Powołujc si na norm [5], w przypadku materiałów bez wyranej granicy 

plastycznoci, takich jak stopy aluminium, mona stosowa prawo potgowe Ramberga – 
Osgooda (RO) [8]. Prawo to zakłada, e odkształcenia plastyczne wystpuj nawet dla 
niskich wartoci napre. W ogólnym przypadku zaleno RO przyjmuje nastpujc
posta: 
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gdzie: 
fe– umowna granica plastycznoci, 
o,e – odkształcenie trwałe dla naprenia fe , 
n – wykładnik potgowy, okrelajcy stopie wzmocnienia materiału.  
W przykładzie omawianym w pracy, przyjto zmodyfikowany model RO, w którym 

odkształcenie () podczas procesu obciania opisuje krzywa szkieletowa (2): 
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natomiast proces odciania jest opisany za pomoc rodziny ptli histerezy, 
por. [9]: 
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gdzie: 
o – naprenie odpowiadajce odkształceniu trwałemu 0,2% , 

e
Rε , e

Rσ – odkształcenia i naprenia, w chwili rozpoczcia procesu odciania.  
Parametry wystpujce w równaniach (2 i 3) przyjto zgodnie z [2]: o =71,6 MPa; n =5.  

3. Identyfikacja neuronowego modelu materiału 
Sieci neuronowe, ze wzgldu na swój sposób działania s bardzo efektywne w 

analizie problemów identyfikacji. W pracy zastosowano jedn z moliwych kategorii sieci: 
jednokierunkow sie warstwow (ang. multilayer perceptron) – powszechnie znan jako 
sie ze wsteczn propagacj błdu (SWPB). 

Sieci SWPB charakteryzuj si jednokierunkowym przepływem sygnałów – od 
wejcia do wyjcia sieci. Mona w nich wyróni nastpujce warstwy: wejciow, 
wyjciow oraz warstwy ukryte. Ten typ sieci jest czsto przedstawiany jako uniwersalny 
aproksymator zdolny do modelowania (przy odpowiedniej liczbie warstw i neuronów) 
funkcji  
o prawie dowolnej złoonoci. Modelowanie za pomoc SWPB polega na iteracyjnym 
poszukiwaniu nieliniowego zwizku rozwaanego modelu za pomoc zadanego zbioru 
danych bez koniecznoci podania załoe dotyczcych struktury modelu.  

W analizowanym zadaniu do identyfikacji zalenoci () zastosowano sie SWPB, 
formułowan za pomoc wzorców wygenerowanych na podstawie potgowego prawa RO 
przedstawiajcego zaleno (). Wygenerowano 100 wzorców uczcych oraz 60 
wzorców testujcych sie SWPB. Po wykonaniu oblicze wstpnych, do dalszej analizy 
zaakceptowano  dwie architektury sieci SWPB (por. rys. 2.). W obu sieciach załoono 
bipolarne sigmoidalne funkcje aktywacji dla neuronów warstwy ukrytej oraz liniowe 
w warstwie wyjciowej. Definiowanie sieci przeprowadzono w trybie off line za pomoc
skrzynki narzdziowej (Neural Network Toolbox), pracujcej w rodowisku 
obliczeniowym MATLAB [10]. Do uczenia zastosowano pseudogaussowsk metod
Levenberga-Marquarda. 

a) b) 

Rys. 2. Architektura  sieci MLP: a) wariant I, b) wariant II. 

W kadym przypadku identyfikacji sygnałem wejciowym do sieci było 
odkształcenie . Odpowied sieci zaleała od rozpatrywanego wariantu oblicze: 

• wariant I – naprenie  oraz moduł styczny Et (por. rys. 2a), 
• wariant II – naprenie  (por. rys. 2b). W tym podejciu, moduł styczny Et został 
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wyznaczony na podstawie wczeniej sformułowanego modelu materiału (sieci 
SWPB), opisujcego zwizek midzy odkształceniami i napreniami por.  
Y. Hashash et al.[2]. 

Dla wariantu II wyjciowe sygnały neuronów kolejnych warstw A i Y sieci przyjmuj
nastpujce wartoci: 

( )A
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ii bxwA += 1tanh , ( )
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gdzie: 
H – liczba neuronów w warstwie ukrytej, 

XA
iw 1 , AY

iw1  – wagi połcze warstw sieci, 
A

ib , Yb  – biasy neuronów kolejnych warstw.  
Powysze wzory wskazuj, e neuronowy operator styczny Et  wyprowadzony z 

neuronowego modelu materiału (4), przyjmuje posta: 
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gdzie: 
S , S – czynniki skalujce. 
Warto podkreli, e wartoci składowych równania (5) s w sposób jawny okrelone 

przez znane wartoci parametrów sieci (wagi i biasy). W tym sensie sie neuronowa 
przestaje by „czarn skrzynk”. 

Proces formułowania sieci SWPB: 1-15-2 (por. rys. 2a) został zakoczony po S = 362 
epokach uczenia dla wartoci błdów redniokwadratowych uczenia i testowania: 
MSEl=MSEt= 3,97e-7 oraz błdów wzgldnych procentowych APl = 0,12%, APt = 0,11%. 
Sie SWPB: 1-6-1 została zbudowana po wykonaniu S = 28 epok oraz odpowiednio  
MSEl= MSEt = 3,69e-6, APl = 0,49%, APt = 0,48%. 

Na rysunku 3a,b przedstawiono wzorcowe i prognozowane wartoci napre – (), 
oraz  operatora stycznego – Et(), wyznaczone za pomoc dwóch sformułowanych sieci 
SWPB. Na postawie otrzymanych wyników mona stwierdzi, e obie opracowane sieci  
poprawnie odtwarzaj prawo fizyczne RO oraz moduł styczny. W zwizku z wiksz
efektywnoci numeryczn wariantu II, do dalszych oblicze wybrano sie SWPB: 1-6-1. 

a) b) 
  

Rys.3.Porównanie danych wzorcowych i symulacji sieci: a) zalenoci: (),  (), b) zaleno Et(). 

Przygotowan w trybie off line sie SWPB: 1-6-1 włczono do programu MES.  
W ten sposób powstał program hybrydowy MES/SSN integrujcy obliczenia numeryczne  
i neuronowe. Program ten został zastosowany do analizy wczeniej zaprojektowanej 
konstrukcji kratowej. 
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4. Analiza kratownicy 

4.1. Obliczenia numeryczne zaprojektowanego układu 
Przygotowan w trybie off line sie SWPB: 1-6-1 włczono do programu MES. W 

ten sposób powstał program hybrydowy MES/SSN integrujcy obliczenia numeryczne 
i neuronowe. Program ten został zastosowany do analizy wczeniej zaprojektowanej 
konstrukcji kratowej. 

W analizowanym przykładzie kratownicy (rys. 1), obliczenia wykonano za pomoc
przyrostowej metody Newtona-Raphsona. Przyjto obcienie konfiguracyjne  P*=1,95 kN 
oraz 35 jednakowych przyrostów parametru obcienia =0,5. Obcienie  P=P* 
osignło maksymaln warto 34,125 kN podczas obciania układu oraz 0 kN dla 
całkowitego odcienia. Po zrealizowaniu cyklu obcienia badano naprenia 
w najbardziej wytonych elementach układu, czyli elementach: 9, 10, 25, 24 oraz 
przemieszczenie poziome – uA wzła A kratownicy, por. rys. 1a. W tym przypadku 
warunek nonoci ze wzgldu na wyboczenie elementów ciskanych został spełniony, 
natomiast przekroczony został II stan graniczny, dla którego wg [5] maksymalne 
przemieszczenie udop=120mm. Wyniki analizy oraz obliczone wartoci graniczne 
zestawiono w tabeli 1. Na rysunku 4 porównano cieki równowagi (uA) wyznaczone za 
pomoc obiektywnego (nieliniowego) neuronowego modelu materiału oraz materiału 
sprystego. 
Tabela 1. Zestawienie napre i przemieszcze dla zaprojektowanego układu 

Wartoci graniczne wg [5] Wartoci ekstremalne 
Pmax=34,125 kN 

Wartoci po odcieniu  
P=0 kN 

Nr el. cr./b,Rd [MPa] Naprenia x,Ed [MPa] Naprenia resztkowe [MPa] 
9 216,33 / 103,86 85,86 -0,10 

10 216,33 / 103,86 -85,71 -0,10 
24 76,24 / 43,27 -41,83 0,22 
25 76,24 / 43,27 41,50 0,22 
Przemieszczenie udop [mm] Przemieszczenie uA [mm] Przemieszczenie trwałe uA [mm] 

120,0 129,8 58,5 
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Rys. 4. cieki równowagi (uA) obliczone za pomoc programu MES/SSN dla zaprojektowanej 
konstrukcji aluminiowej. 

Z przeprowadzonej analizy wynika, e przy załoeniu materiału RO, układ pracuje 
w zakresie bliskim sprystego w stanie granicznym nonoci. Najwiksze naprenie 
resztkowe stanowi 0,54% pocztkowego naprenia w elemencie. Natomiast ekstremalne 
przemieszczenie plastyczne stanowi 45,07% wartoci przemieszczenia obliczonego 
w chwili rozpoczcia odciania. Ze wzgldu na przyjcie jednoparametrowego, 
proporcjonalnego obcienia, po ponownym obcieniu konstrukcji otrzymano wartoci 
przemieszcze i napre takie same jak dla pierwszego cyklu obcienia. 
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4.2. Obliczenia dla układu z wymienionymi elementami 
W drugim etapie analizy zmodyfikowano numeryczny obraz kratownicy 

aluminiowej. Modyfikacja polegała na wymianie kolejnych elementów aluminiowych 
układu na stalowe wykonane ze stopu S215 (Es=210 GPa). Dla tych elementów załoono 
materiał liniowo-sprysty. Profile stalowe zaprojektowano zgodnie z wytycznymi 
Eurokodu 3 [11], tak aby naprenia w wymienionych elementach nie przekroczyły 
dopuszczalnych. Zastosowane profile stalowe miały na celu zredukowanie przemieszczenia 
poziomego wzła A kratownicy. Parametry wprowadzonych elementów oraz chronologi
wymiany przedstawiono w tabeli 2. 
Tabela 2. Etapy modyfikacji modelu kratownicy 

Etap wzmocnienia Nr el. (rys. 1) Materiał Przekrój 
1-10 RP150x100x10 
11-22 

Aluminium EN AW-6005A 
RP120x100x6 I 

23-25 Stal S215 RK100x100x6 
1-10 RP150x100x10 
11-19 Aluminium EN AW-6005A RP120x100x6 II 
20-25 Stal S215 RK100x100x6 
1-10 RP150x100x10 
11-16 Aluminium EN AW-6005A RP120x100x6 III 
17-25 Stal S215 RK100x100x6 

Dla kolejno modyfikowanej konstrukcji wykonano powtórne obliczenia za pomoc
programu MES/SSN, w którym dwukrotnie zrealizowano proces: obcienia  odcienia 
 obcienia, gdzie przyjto: 

1. NMM dla całej analizy, 
2. NMM podczas obciania oraz materiał liniowo sprysty podczas 

odciania konstrukcji. 
Tabela 3. Zestawienie napre i przemieszcze wyznaczonych za pomoc SWPB:1-6-1  

 Naprenia x,Ed [MPa], Pmax=34,125 kN Naprenia resztkowe x [MPa], P=0 kN 
Nr el. I etap II etap III etap I etap II etap III etap 

9 83,69 83,69 83,69 -0,09 -0,09 -0,09 
10 -83,59 -83,59 -83,59 -0,09 -0,09 -0,09 
24 -53,95 -53,95 -53,95 0,28 0,27 0,27 
25 53,65 53,66 53,66 0,28 0,27 0,27 

udop[mm] Przemieszczenie uA [mm] Przemieszczenie trwałe uA [mm] 
120,0 118,5 116,8 115,7 51,3 51,2 51,2 

Tabela 4. Zestawienie napre i przemieszcze wyznaczonych podczas obcienia SWPB:1-6-1, 
odcienia sprystego 

 Naprenia x,Ed [MPa], 
Pmax=34,125 kN 

Naprenia resztkowe 
x [MPa], P=0 kN 

Naprenia x,Ed [MPa], 
Pmax=34,125 kN (II cykl) 

Nr el. I etap II etap III etap I etap II etap III etap I etap II etap III etap 
9 83,69 83,69 83,69 -0,09 -0,09 -0,09 83,67 83,67 83,67 

10 -83,59 -83,59 -83,59 -0,09 -0,09 -0,09 -83,63 -83,61 -83,61 
24 -53,95 -53,95 -53,95 0,28 0,27 0,27 -53,89 -53,89 -53,89 
25 53,65 53,66 53,66 0,28 0,27 0,27 53,72 53,72 53,72 

udop[mm] Przemieszczenie uA [mm] Przemieszczenie trwałe uA [mm] Przemieszczenie uA [mm] 
120 118,5 116,8 115,7 54,7 54,6 54,6 122,0 120,2 119,1 
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4.2. Obliczenia dla układu z wymienionymi elementami 
W drugim etapie analizy zmodyfikowano numeryczny obraz kratownicy 

aluminiowej. Modyfikacja polegała na wymianie kolejnych elementów aluminiowych 
układu na stalowe wykonane ze stopu S215 (Es=210 GPa). Dla tych elementów załoono 
materiał liniowo-sprysty. Profile stalowe zaprojektowano zgodnie z wytycznymi 
Eurokodu 3 [11], tak aby naprenia w wymienionych elementach nie przekroczyły 
dopuszczalnych. Zastosowane profile stalowe miały na celu zredukowanie przemieszczenia 
poziomego wzła A kratownicy. Parametry wprowadzonych elementów oraz chronologi
wymiany przedstawiono w tabeli 2. 
Tabela 2. Etapy modyfikacji modelu kratownicy 

Etap wzmocnienia Nr el. (rys. 1) Materiał Przekrój 
1-10 RP150x100x10 
11-22 

Aluminium EN AW-6005A 
RP120x100x6 I 

23-25 Stal S215 RK100x100x6 
1-10 RP150x100x10 
11-19 Aluminium EN AW-6005A RP120x100x6 II 
20-25 Stal S215 RK100x100x6 
1-10 RP150x100x10 
11-16 Aluminium EN AW-6005A RP120x100x6 III 
17-25 Stal S215 RK100x100x6 

Dla kolejno modyfikowanej konstrukcji wykonano powtórne obliczenia za pomoc
programu MES/SSN, w którym dwukrotnie zrealizowano proces: obcienia  odcienia 
 obcienia, gdzie przyjto: 

1. NMM dla całej analizy, 
2. NMM podczas obciania oraz materiał liniowo sprysty podczas 

odciania konstrukcji. 
Tabela 3. Zestawienie napre i przemieszcze wyznaczonych za pomoc SWPB:1-6-1  

 Naprenia x,Ed [MPa], Pmax=34,125 kN Naprenia resztkowe x [MPa], P=0 kN 
Nr el. I etap II etap III etap I etap II etap III etap 

9 83,69 83,69 83,69 -0,09 -0,09 -0,09 
10 -83,59 -83,59 -83,59 -0,09 -0,09 -0,09 
24 -53,95 -53,95 -53,95 0,28 0,27 0,27 
25 53,65 53,66 53,66 0,28 0,27 0,27 

udop[mm] Przemieszczenie uA [mm] Przemieszczenie trwałe uA [mm] 
120,0 118,5 116,8 115,7 51,3 51,2 51,2 

Tabela 4. Zestawienie napre i przemieszcze wyznaczonych podczas obcienia SWPB:1-6-1, 
odcienia sprystego 

 Naprenia x,Ed [MPa], 
Pmax=34,125 kN 

Naprenia resztkowe 
x [MPa], P=0 kN 

Naprenia x,Ed [MPa], 
Pmax=34,125 kN (II cykl) 

Nr el. I etap II etap III etap I etap II etap III etap I etap II etap III etap 
9 83,69 83,69 83,69 -0,09 -0,09 -0,09 83,67 83,67 83,67 

10 -83,59 -83,59 -83,59 -0,09 -0,09 -0,09 -83,63 -83,61 -83,61 
24 -53,95 -53,95 -53,95 0,28 0,27 0,27 -53,89 -53,89 -53,89 
25 53,65 53,66 53,66 0,28 0,27 0,27 53,72 53,72 53,72 

udop[mm] Przemieszczenie uA [mm] Przemieszczenie trwałe uA [mm] Przemieszczenie uA [mm] 
120 118,5 116,8 115,7 54,7 54,6 54,6 122,0 120,2 119,1 

a) b) 

Rys. 5. cieki równowagi (u): a) obcienie i odcienie materiał SWPB:1-6-1, b) obcienie materiał 
SWPB:1-6-1 - odcienie spryste 

W tabelach 3 i 4 zestawiono wybrane naprenia i przemieszczenia obliczone  
po wykonaniu całego procesu obcienia, a na rysunku 5 przedstawiono wyznaczone 
cieki równowagi (uA).Wyniki przedstawione w tabelach wskazuj, e 1 proces 
obcienia nie powoduje przekroczenia stanów granicznych. Natomiast proces 2 typu ma 
istotny wpływ na II stan graniczny konstrukcji wyznaczony dla pierwszego i drugiego 
etapu wzmocnienia kratownicy (por. rys. 5b). W tym przypadku 3 etap wzmocnienia 
układu spełnia stan graniczny uytkowania. 

5. Wnioski 
Z punktu widzenia mechaniki budowli wymiana prtów wpływa istotnie na 

naprenia w nich wystpujce, w odniesieniu do napre dopuszczalnych. Natomiast 
wymiana prtów wykratowania nie ma wikszego wpływu na globaln sztywno
kratownicy, poniewa najwiksze siły osiowe oraz naprenia dla układu wystpuj w 
słupach  
(el. 7,8,9,10). 

W pracy sformułowano sieci SWPB, pełnic rol neuronowego modelu materiału 
(NMM) oraz pokazano jej praktyczne zastosowanie. Model NMM był zdefiniowany  
w trybie off line za pomoc wzorców wygenerowanych z potgowego prawa Ramberga – 
Osgooda. Oprócz predykcji zalenoci () dla kratowego elementu skoczonego, sie
NMM umoliwiła take analityczne obliczenie modułu stycznego Et. Przygotowana sie
posłuyła do zbudowania programu hybrydowego MES/SSN. Program MES/SSN został 
zastosowany do analizy kratownicy płaskiej, która ze wzgldu na przekroczenie II stanu 
granicznego była modyfikowana przez wymian prtów aluminiowych na stalowe. 
Przeprowadzona analiza wskazuje, e sie SWPB jest efektywna numerycznie i moe  
z powodzeniem zastpowa prawo fizyczne RO w programie MES. 

6. Kierunki dalszych prac 
Planowane jest rozwinicie zagadnienia przez wprowadzenie dwuparametrowego 

obcienia, które pozwoli na analiz procesu przystosowania konstrukcji pod działaniem 
obcie nisko-cyklicznych. 
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The analysis of stresses and displacements in the aluminium 
structure with replaceable elements 
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Abstract: The paper concerns the non-linear analysis of stresses and displacements  
in an aluminium truss tower. The Ramberg – Osgood material model was assumed.  
This model introduced power type relation between stresses and strains. In order to identify 
the inverse relation, a neural network was used. Because of the need to strengthen the 
tower, a number of aluminium bars was replaced by steel bars. The perfect elastic material 
model was assumed for the steel bars. The analysis of stresses and extreme displacements  
was performed during the cyclic loading and unloading of the system. Two global 
unloading processes were considered: elastic and elastic-plastic processes. The relationship 
between the load factor and deflection of the top of the tower is shown. Analysis was 
performed using a hybrid FEM/ANN program. 

Keywords: numerical analysis, Ramberg – Osgood material model, artificial neural 
network, neural material model. 


