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Streszczenie: W artykule przedstawiono matematyczny model konstruk-
cji gtownej z wbudowanymi wielokrotnymi strojonymi ttumikami drgan. Bardzo
wazng kwestig, zwigzang z tym modelem jest budowa globalnej macierzy ttumie-
nia ustroju. Przedstawione zostang wlasne propozycje elementow MES, opisujacych
dodatkowe elementy dotgczone do ustroju gléwnego w postaci strojonych ttumi-
kow drgan. Omoéwione zostang takze korzysci ptynace z zastosowania nowych
elementéw MES.

Stowa kluczowe: wielokrotne strojone ttumiki masowe, globalna macierz
ttumienia, elementy MES.

1. Wstep

Niniejszy artykut jest rozwinieciem artykutu Wielgos (2011) [1]. W niniejszej
pracy skupiono si¢ na pasywnej metodzie redukcji drgan, w szczegblnosci na budo-
wie macierzy ttumienia ustroju z dotgczonymi strojonymi, masowymi ttumikami
drgan.

W pierwszej czesci pracy przedstawione zostang podstawowe dane o pasyw-
nych wiskotycznych tlumikach drgan, nastepnie omoéwione zostang sposoby
wbudowania ich w konstrukcje gtéwng. Konicowym efektem pracy jest propozycja
wiasnych elementow MES opisujacych dodatkowe elementy dotgczone do ustroju
gléwnego w postaci strojonych ttumikéw masowych. Modele elementow MES
zostaly oméwione takze w pracy Wielgos (2010) [2].

2. Strojone tltumiki masowe (STM)

Strojony tlumik masowy (czasem nazywany dynamicznym ttumikiem drgan)
sktada sie z dodatkowo dotaczonej masy do konstrukcji gtéwnej, za pomoca
wiezow o wiasciwosciach sprezystych oraz ttumigcych. Redukcje drgan uzyskuje
si¢ poprzez przeptyw i rozpraszanie energii pomiedzy konstrukcja gtéwng a STM.
Strojony ttumik masowy, jak sama nazwa mowi, jest ,,nastrojony” na konkretng
warto$¢ @, = ; (lub na wartos¢ bliska tej czestosci w; = w;) wybranej czestosci drgan
wiasnych konstrukeji gtownej. Zastosowany STM wyttumia w zasadzie t3 czestosc,
na ktorg zostat nastrojony, w ogélnosci jednak w przypadku wystepowania kilku
bliskich sobie czestosci drgan wtasnych i umiejscowieniu ttumika w miejscu, gdzie
rzedne postaci drgan wlasnych sa znaczace, bedzie on takze ttumit te czestosci drgan
wiasnych. Zazwyczaj bliskie sobie czestosci drgain wtasnych wystepuja w ustrojach
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bardzo ztozonych, takich jak przekrycia wielkopotaciowe, mosty czy ktadki podwie-
szane lub wiszace.

Schematyczny rysunek takiego ttumika, dziatajacego na kierunku pionowym,
przedstawiono na Rys. 1.
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Rys. 1. Schemat strojonego ttumika masowego — STM.
Fig. 1. Scheme of the tuned mass damper ~-TMD.

3. Sposoby wbudowania ttumikéw drgan
w konstrukcje¢ glowna
W przypadku strojonych ttumikéw masowych istnieje wiele réznorakich
wariantow ich wbudowania. Podstawowym kryterium umieszczenia STM na
konstrukgcji jest ich usytuowanie. STM lokuje sie w miejscach najwigkszych rzed-
nych postaci drgan dla czestosci, na ktora STM zostat ,,nastrojony”. Przyktadowe
rozmieszczenie ttumikéw pokazano na Rys. 2.
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Rys. 2. Schemat strojonych ttumikéw masowych STM w konstrukcje gtéwna.
Fig. 2. Scheme of tuned mass dampers (TMD) built into the main structure.
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Na schemacie A przedstawiono dwa ttumiki STM dziatajace na kierunku X,
ktore mogg by¢ nastrojone na pierwsza czesto$¢ drgan wiasnych ustroju. Mozna
takze nastroi¢ jeden z nich na drugg czestos¢ drgan wiasnych. W przypadku sche-
matu B mamy do czynienia z ustrojem belkowym, w ktorym mozliwe jest nastroje-
nie na pierwsza gietng czestos¢ drgan wtasnych, lub tylko drugg. Moze takze wysta-
pi¢ przypadek, kiedy srodkowy ttumik nastrojony jest na pierwszg czesto$¢ drgan
wtasnych, za$§ dwa pozostate na druga czestos¢ drgan wtasnych ustroju. W przy-
padku zastosowania kilku STM na konstrukcji mozna wprowadzi¢ nazwe wielo-
krotne, strojone ttumiki drgarn (WSTM).

Kazdy dodatkowo zamontowany STM, wigze si¢ z wprowadzeniem do ustroju
nowego stopnia swobody, ktéry zwigzany jest z ruchem masy ttumika na kierunku
jego dziatania.

4. Réwnania ruchu ukladu gléwnego z dotaczonymi
WSTM

Podobnie jak w przypadku ustroju, sktadajacego sie z podstruktur wykonanych
z réznych materiatow, tak i w przypadku dotaczenia WSTM do uktadu gtéwnego,
poszczegblne macierze modelu mozna rozbi¢ na dwie podmacierze:

e konstrukcja gtéwna (przez N — oznaczymy stopnie swobody uktadu gtow-
nego);

e dotaczone WSTM (przez N; — oznaczmy liczbe dotaczonych ttumikow).

Roéwnania ruchu mogg by¢ wtedy zapisane w postaci:

(Mg +M; ) (1) +(Cpo +C;)a(0) + (Ko + Ky )a(t) = p(1) (1)

Globalna liczba stopni swobody uktadu bedzie wynosi¢ N + N, (kazdy ttumik
zestawu WSTM powoduje zwiekszenie globalnej liczby stopni swobody o jeden).
Ponizej przedstawiono postacie macierzy Cr, Kk, M7, przy zatozeniu, ze dodat-
kowe stopnie swobody wynikajace z zastosowania WSTM wystepuja z ostatnimi
numerami:

MK;N,N ON,NI KK;N,N ON,N, CK;N,N ON,N[

Ky =

Cro = (2)

0N[,N N,.N, 0NI,N N, ONI,N 0N1,N1

LN,

'

W przypadku konstrukcji wielomateriatowych, sktadajacych sie z materiatow
o r6znych wiasciwosciach sprezystych czy tez o réznych wtasciwosciach ttumigcych,
macierze Mg, Kk, Ck, nalezy budowa¢ wedtug znanych modeli np. Rayleigha czy
Cogeya

PrzejdZmy teraz do macierzy zwiazanych z wydzielong podstruktura WSTM.
Kazdy ze strojonych tlumikéw masowych (STM) wprowadza dodatkowo jeden
stopienn swobody uktadu. Ponizej zostanie przedstawiony sposob budowy poszcze-
gélnych macierzy w przypadku ustroju dwuwymiarowego, a nastepnie jego uogol-
nienie na uktad przestrzenny. Wprowadzone zostang pojecia elementu STM-2D
oraz elementu STM-3D. Sg to catkowicie nowe elementy MES, ktére mogg by¢
zastosowane w programach obliczeniowych MES.
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4.1. Element STM-2D

Na ponizszym rysunku przedstawiono schemat dotgczenia STM do ustroju
gtownego. Dotaczenie STM do ustroju gtownego, powoduje wprowadzenie dodat-
kowego stopnia swobody, na kierunku dziatania STM. Dlatego tez wprowadzono
wezet j, w ktorym uwzgledniono dodatkowy stopien swobody uktadu STM. Wezet
i odpowiada weztowi, do ktérego dotgczany jest ttumik zas wezet j jest weztem
swobodnym (Rys. 3).

dodatkowy stopien swobody w wezle
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Rys. 3. Schemat dotaczenia STM-2D do ustroju gtéwnego.
Fig. 3. TMD-2D attaching to the main system scheme.

Masa k-tego STM — my, sktada sie z masy zwigzanej z konstrukcjg STM — myo
oraz z masy wtasnej (drgajacej) — M.

My = My, + My, (3)

W celu unikniecia skomplikowanego opisu sit dziatajgcych na ustrdj gtowny
na kierunku prostopadtym do kierunku dziatania STM (sity bezwtadnosci od masy
My W 0golnosci mogg oddziatywaé na roézne wezty ustroju gtoéwnego), przyjeto
zatozenie upraszczajgce w postaci skupienia tych sit w wezle i, do ktérego dotg-
czany jest k—ty STM. W wezle i do ktorego dotaczany jest STM, skupiona jest wiec:
masa konstrukcji STM (mu) na obu kierunkach X, Y oraz masa drgajaca (mu.) na
kierunku prostopadtym do kierunku dziatania STM (Y). W weZle j, tj. na dodatko-
wym stopniu swobody, skupiona jest cata masa wtasna (my,) na kierunku dziatania
STM (X).

W og6lnosci wezet j ma te same wspotrzedne co wezet i, i jak stwierdzono weze-
$niej, stuzy on tylko do ujednolicenia opisu sit na dodatkowym stopniu swobody
(dodatkowy stopient swobody w weZle i).

Kierunek dziatania elementu STM-2D, w ogdlnosci, nie musi si¢ pokrywac
z globalnym uktadem wspoétrzednych. Na Rys. 4 oraz Rys. 5 przedstawiono schemat
elementu ttumika STM-2D oraz sit, dziatajacych na element w uktadzie lokalnym
i globalnym.

Kierunek dziatania STM okres§la wektor kierunkowy w globalnym uktadzie
wspotrzednych XY w postaci wy = Ly, L,]. Pojedynczy STM moze wykonywac drga-
nia tylko po kierunku x lokalnego uktadu wspotrzednych, a wiec z zatozenia gj, = gy,
oraz Fj, = 0. Transformacji do uktadu globalnego podlegaja wielkosci sit i przemiesz-
czen wezta poczatkowego i, za§ w wezle j pozostawiany jest uktad lokalny (jest
to zagadnienie znane w MES przy uwzglednianiu podpory ukosnej przy budowie
globalnej macierzy K).
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Rys. 4. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-2D) w uktadzie lokalnym.
Fig. 4. Scheme of the tuned mass damper element (TMD-2D) in the local coordinate system.
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Rys. 5. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-2D) w uktadzie globalnym.
Fig. 5. Scheme of the tuned mass damper element (TMD-2D) in the global coordinate system.

Element k — ty (k — ty WSTM) ma nastepujace dane mu = My + Mo, Rery Cike
Wektory przemieszczen weztowych elementu oraz sit weztowych w uktadzie lokal-
nym beda mialy nastepujaca postaé:

qix F;'x
Q' =\qa,| f%=|F, (4)
q Jx F}x

za$§ w uktadzie globalnym:

qix qix ix Fy
4 =9y | 9 =| 9 f=\Fy | & =| Fy ()
qjx q]X F‘jx F;'x

Macierze M",, K", C" dla k —tego WSTM w lokalnym uktadzie wspotrzed-
nych maja nastepujace postaci:
My 0 0 ktk 0 _ktk Cu 0 —Cy
M= 0 my+m, O|K:=0 0 0| C:=[0 0 0] )
0 0 my,, _ktk 0 ktk —Cy 0 Cuk
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Jak wida¢ z powyzszych postaci macierzy K';, macierz elementu STM jest
bardzo podobna do macierzy sztywnosci ptaskiego elementu kratownicowego.
Natomiast w macierzy mas M' wystepuje réznica w postaci skupienia catej masy
wlasnej na kierunku x w wezle j, za$ na kierunku y w wezle i (w przypadku ptaskiego
elementu kratowego macierz jest diagonalna).

Zazwyczaj masa konstrukcji STM — muo, moze zostac zaniedbana, jako o rzad
wielkoS$ci mniejsza od masy wtasnej STM — my.,. Macierz mas elementu STM-2D,
w uktadzie lokalnym, moze wtedy zosta¢ zapisana w formie:

0 o0 0
0 0 m

thw
W dalszych rozwazaniach przyjeto wiec uproszczenie:
my. = Ny, (8)

Dla pojedynczego elementu k mozemy zapisa¢ nastepujace robwnanie réwno-
wagi dynamicznej:

Mg () +CLa"O+K5q" () =10 9)

Transformacja poszczegblnych macierzy elementu z uktadu lokalnego do
globalnego obywa sie za pomoca znanych z MES wzoréw (por. Rakowski i in., 1992

[3]):

e e r e
C@O=Rq“@) 9°“O=(R) q @) (10)
() = RF*(¢) £°(0)=(R) 1) (11)
gdzie macierz obrotu elementu jest dana wzorem:
Re _ Ri 0 12
1o 1 (12)

Macierz R; jest macierza obrotu wezta poczatkowego, zas macierz R; wezta
koncowego nie podlega obrotowi. Macierz obrotu wezta poczatkowego dana jest

wzorem:
R - c -s
s e (13)

gdzie: ¢ = cosa, s = sina.

R =

i

N C

Mnozac lewostronnie réwnanie (9) przez R¢ oraz, uwzgledniajac zwigzek
otrzymujemy réwnanie ruchu w uktadzie globalnym:

e e e T e e e e T N e e e r e ege
RMY (RY) § () +RCY(R) q°(0)+RK (R q° () =RT(1) (14)
Poszczegblne macierze w uktadzie globalnym beda mialy nastepujaca postaé:

M; =R‘MY (R} M;=R'MY(R") (15)



Roéwnania ruchu konstrukeji gtéwnej z dotgczonymi ttumikami drgan ... 111

T T
K; =RK’ (R) K; =R°K’ (R) (16)
e eg~e e r e eg~re e ¢
C; =R°C (R°) C; =R°CY (R") (17)
Jezeli uktad lokalny k — tego WSTM jest zgodny z uktadem globalnym (c = 1,
s = 0) to macierze, My, Kj, C; sa odpowiednio rowne M";, K, C*.
Jezeli uktad lokalny jest obrécony o n/2 (¢ = 0, s = 1, por. Rys. 6), to po wymno-

zeniu przez macierze obrotow elementu macierzy w lokalnym uktadzie wspoétrzed-
nych, uzyskujemy nastepujace wzory na macierze M;, K;, C;:

m, 0 0 0 0 0 0 0 0
Mi=l0 0 0 Ki=|0 k, —k, cC=0 ¢ -—c (18)

0 0 my, 0 _ktk ktk 0 —Cu Cik

=

S
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Rys. 6. Schemat STM-2D obr6conego o 7/2, w ukladzie globalnym.
Fig. 6. Scheme of TMD-2D turned of the angle 7/2, in the global coordinate system.

Jezeli przepiszemy rownanie macierzowe dla tego przypadku do standardowej
postaci otrzymamy:

Fy =mu gy, (1) (19)
Fy = (i (0=, (1)) + i (g ()=, (1) (20)
Fo =m0+, (4,(0—d, ) +k (9,0, 1) 21)

Zazwyczaj w wezle j nie dziata Zadne obcigzenie zewnetrzne, gdyz wigzatoby
si¢ to z przyktadaniem obcigzania bezposrednio do ttumika. Jezeli teraz porow-
namy réwnanie (21) z rtownaniem dla uktadu o dwoch stopniach swobody:

mG, (1) +¢,q,(t) +¢, (q1(t) 742(t))+k1q1(t) +k, (ql - qz(t)) = p(H)
mzqz(t) +6'2 (q'z(t)_q.l (t))+ kz (6]2(1) -4 (t)) =0 (22)

to nalezy stwierdzi¢, iz otrzymaliSmy identyczna formute. Wartosci sit Fix, Fiy nalezy
przytozy¢ do warunkéw réwnowagi wezta i. Jak widaé ze wzoru (19), na wezet
poczatkowy przytozona jest sita bezwtadnosci Fix prostopadta do kierunku dziata-
nia STM oraz sita F;y dana wzorem (20).
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Podamy jeszcze postacie macierzy M;, K;, C; dla uktadu obréconego o n/4

(c=s=+2/2):

ktk ktk 7\/§ktk
My —my . . —a
- — 0 2 2 2
2 : k k 2k
— e tk 1 B 1
T A B S S (23)
0 0 m, \/Ektk \/Ektk k
5 5 th
G a2
2 2 2
—/2
C = Cu 3 \/—Ctk (24)
2 2 2
—\/ECM _\/Ectk
2 2 th

4.2. Element STM-3D

Uogo6lnimy nasze rozwazania dla uktadow przestrzennych. Na Rys. 7 oraz Rys. 8
przedstawiono sity, dziatajace na element w uktadzie lokalnym i globalnym.
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Rys. 7. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie lokalnym.
Fig. 7. Scheme of the tuned mass damper element (TMD-3D) in the local coordinate system.
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Rys. 8. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie globalnym.
Fig. 8. Scheme of the tuned mass damper element (TMD-2D) in the global coordinate system.
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Podobnie jak w poprzednim przypadku, dla elementu ptaskiego, do uktadu
globalnego transformujemy tylko wezet poczatkowy i STM. Wezet konicowy pozo-
staje w uktadzie lokalnym (zwigzanym z kierunkiem dziatania ttumika). Ponizej
przedstawiono wektory przemieszczen weztowych elementu oraz sit weztowych
w uktadzie lokalnym:

qix F;'x
e qiy e F:'v
e — f e — )
q k . k F;Z (2’5)
q Jx F'jx
za$§ w uktadzie globalnym:
qix Fy
. |49y Fy
e — fé —
q; 7 “=IF, (26)
qjx F}x

Macierze M, K", C'; dla k — tego WSTM w lokalnym uktadzie wspotrzed-
nych maja nastepujace postaci:

0 0 0 0 k, 0 0 —k,
0 0 0 0O 0 0 O
M’i _ mtk sz — (27)
0 0 m, O 00 O
0 0 0 m, —k, 0 0 Kk,
¢, 0 0 —¢,
0O 0 0 O
C" = (28)
0O 0 0 O
—-, 0 0 ¢,
Z

Rys. 9. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie globalnym.
Fig. 9. Scheme of the tuned mass damper element (TMD-3D) in the global coordinate system.
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Podobnie jak dla elementu STM-2D w macierzy mas M, masa na kierunku y
oraz z zostata skupiona w wezle poczatkowym i, za$ na kierunku x w wezle konco-
wym.

Transformacja poszczegélnych macierzy elementu z uktadu lokalnego do
globalnego obywa si¢ za pomocg wzoréw (14). Na Rys. 9 przedstawiono podsta-
wowe oznaczenia, stuzace do uzyskania macierzy obrotu wezta (por. Rakowski G.
iinni (1992) [3], Btazik—-Borowa i Podgorski, 2001 [4]).

Tak jak juz wspomniano, wezet koncowy j pokrywa sie z weztem i, wtedy
linia pomiedzy tymi weztami, jest interpretowana jako wektor kierunkowy dzia-
tania STM wy. = [L,, Ly, Lz]. Kierunek lokalnej osi x, jest zawsze wybierany wzdtuz
wektora kierunkowego wy, kierunek y, tak aby o$ y byta réwnolegta do ptaszczy-
zny XY uktadu globalnego. Obro6t z uktadu lokalnego do globalnego zlozony jest
z dwoch obrotéw posrednich. Najpierw obracamy uktad xyz o kat f do posred-
niego uktadu x’’z’, dobranego tak, aby o§ x’ byta rownolegta do ptaszczyzny XY,
a nastepnie obracamy uktad x’y’z’ o kat y, tak, aby osie x’ oraz X byly réwnolegte.
Macierze obrotu o kat 8 oraz o kat y beda miaty nastepujace postaci:

c; 0 —s, c, —s, 0
R,=/0 1 0| R =[5, ¢ 0 (29)
s, 0 ¢y 0 0

gdzie: s, =sin3=1L,/L,c;=cosf=L/L,s =siny=L,/L',c =cosy=L,/L",
L'=\L’+L,> L:\/L)(z‘FLyz"'LZ2

Ztozenie dwoch obrotéw dla wezta poczatkowego i, daje poszukiwang macierz
obrotu:

cﬁf Cd _S”,r _cw Sﬁ
R[ = R[*,R[/E = Sw,cﬁ c",’ _S')rsﬂ (30)
Sg 0 Cs

Petna macierz obrotu elementu STM-3D bedzie miata nastepujaca postac:

ce; —s, —cs, 0

RE — R, 0 (86 6 78S, 0 (31)
0 1 S5 0 c; 0
0 0 0 1

Podane wzory na macierze M'", K", C" maja zastosowanie dla dowolnego
kierunku dziatania STM podanego wektorem kierunkowym wy. = [Ly, Ly, Lz]. Postac¢
macierzy obrotu wezta poczatkowego jest identyczna jak dla kratownicy przestrzen-
nej. Nalezy pamietac, ze zastosowanie elementéw STM-2D czy STM-3D powoduje
kazdorazowo zwiekszenie o jeden stopien swobody liczbe stopni swobody catego
uktadu. Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia zwigzane z tym stopniem
swobody s3 zawsze zgodne z lokalnym uktadem wspotrzednych, okreslonym przez
wektor kierunkowy wy = [Ly, Ly, Lz].
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4.3. Agregacja macierzy dla ukladu dynamicznego

Agregacja macierzy poszczegblnych elementow STM-2D oraz STM-3D
odbywa sie w sposob analogiczny jak dla innych elementéw znanych z MES. Moze
by¢ przeprowadzona w sposéb bezposredni, gdzie dla kazdego elementu tworzona
jest macierz potaczen (przylegania), zawierajaca relacje pomiedzy lokalnymi stop-
niami swobody a uporzadkowanymi i przenumerowanymi globalnymi stopniami
swobody. Macierz potaczen elementu A¢ jest prostokatna. Liczba wierszy tej macie-
rzy jest rowna liczbie globalnych stopni swobody (w rozpatrywanym przypadku
N + N,), za$ liczba kolumn réwna jest liczbie stopni elementu (3 — dla STM-2D;
4 — dla STM-3D). Globalne macierze: mas, sztywnosci oraz ttumienia beda opisane
wzorami:

N, r N, r N, T
M, =Y A'M{(A°)  K,=) AK[(A°)] C,=> AC;(A") (32)
k=1 k=1 k=1

W komputerowej implementacji czesto stosuje sie podejscie wykorzystu-
jace wektory alokacji. Sg to wektory, ktére zawierajg odniesienie lokalnych stopni
swobody do przenumerowanych globalnych stopni swobody. Przy tym podejsciu,
budowa globalnych macierzy Mr, Kr, Cr odbywa sie poprzez wstawianie odpowied-
nich blokéw z macierzy My, Kj, C; (blokéw zwigzanych ze stopniami swobody
wezta poczatkowego i oraz wezta koficowego j) do globalnych macierzy na podsta-
wie wektoréw alokacji.

Nalezy jeszcze wspomnied, iz macierze My, Kr, Cr nie sktadaja sie z wydzie-
lonych blokéw o rozmiarze Nt x Nr. Poszczegolne podbloki macierzy M;, K;, C;
wystepuja zarowno dla numerdw stopni swobody 7, < N, jak i N < n, < N + N,

5. Przyklad budowy macierzy ttumienia

Rozpatrzony zostanie model ptaskiego ustroju ramowego ztozonego z dwu
elementoéw, w postaci pokazanej na Rys. 1. Do ustroju zostang dotagczone dwa
ttumiki: w wezle nr 1 ttumik usytuowany pod katem 37/4, w wezle nr 2 pod katem
17/2 w stosunku do uktadu globalnego. Globalna liczba stopni swobody uktadu
z dotaczonymi WSTM, wynosi N + N, = 8.
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Rys. 10. Schemat ustroju ramowego z WSTM.
Fig. 10. Scheme of the frame system with MTMD.
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Masy skupione w konstrukeji gtéwnej skupiono w obu weztach. W przykta-
dzie pominiete zostang postacie poszczegdlnych macierzy dla konstrukcji gtownej,
jako znane z ogdlnego zagadnienia MES. Jak widzimy z rysunku do globalnej macie-
rzy mas muszg zosta¢ dotgczone masy ttumikéw na kierunkach gtéwnych X, Y. Do
budowy poszczegblnych macierzy zastosowano elementy STM-2D. Postacie macie-
rzy w uktadzie globalnym M;, K;, C; dla poszczegdlnych elementéw omoéwione
byty w poprzednich rozdziatach. Ponizej przedstawiono postacie macierzy Mr, Kr,
Crjako sumy podmacierzy dla poszczegdlnych STM:

M, =M, +M,, K, =K, +K, C, =C,+Cpy (33)

Dla pierwszego STM macierze beda miaty postac:

000 0 0O0 0 0 0000 O O 0 O
000 0 0O0 0 O 0000 0O 0 0 O
000 0 0O0 0 0 0000 O O 0 O
000m 00 0 0 0000 0O 0 0 O

M, = K, = (34)
000 0 0O 0 0 0000 k, 0 —k, 0
000 0 0O0 0 O 0000 0O 0 0 O
000 0 00 m O 0000 —k, 0 k, 0
000 0 0O0 0 0 0000 0O 0 0 O
0000 0 0 0 O
0000 0O O 0 O
0000 0 0 0 O
0000 0O O 0 O

C, = (35)
0000 ¢ 0 —, 0
0000 0O O 0 O
0000 —, 0 ¢, 0
0000 0O O 0 O

za$ dla drugiego dotaczonego w wezle nr 1:

%"“2’2000000

Mo M990 00 0

2 2

0 0 00000 O (36)

M=o 0 00000 o0
0 0 00000 O
0 0 00000 O
0 0 00000 O
0 0 00000 m,
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ka ke g 90 0 0 2k,
2 2 2
e ki g g 9o V2K
2 2 2
0 0 00000 0
K,=| 0 0 00000 0 (37)
0 0 00000 0
0 0 00000 0
0 0 00000 0
V2, 2k, 00000 k,
2 2
€2 G g gg00 Y
2 2 2
"G %2 90900 0 V2,
2 2 2
0 0 00000 ©
C,=| 0 0 00000 0 (38)
0 0 00000 0
0 0 00000 0
0 0 00000 0
2, —2
V2o —V2ea 5 g g g ¢,
2 2

6. Podsumowanie

W literaturze bardzo czesto buduje si¢ od podstaw réwnania ruchu uktadu
z dotaczonymi WSTM. Dla kazdego przyktadu obliczeniowego prowadzona jest
cata analiza postaci macierzy globalnych M, K, C. Takie podejscie mozemy znalez¢
w pracach: Xu i in. (1999) [5], Lewandowski R. (2006) [6], Lewandowski i Grzy-
mistawska (2009) [7]. Zastosowanie elementéw STM-2D oraz STM-3D, umozliwia
potraktowanie problemu jako standardowego problemu MES w ktérym s3 wyko-
rzystywane nowe elementy STM-2D oraz STM-3D. Wprowadzenie tych elemen-
tow umozliwia analizowanie uktadéow do ktérych dotaczono WSTM o kierunkach
dziatania niekoniecznie zgodnych z globalnymi kierunkami X, Y, Z. Ma to bardzo
duze znaczenie praktyczne dla uktadéw o bardzo skomplikowanej geometrii oraz
skomplikowanych formach drgan, gdzie moze zaj$¢ koniecznos¢ zastosowania STM
na kierunku nie zgodnym z osiami globalnego uktadu wspoétrzednych XYZ.
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The equations of motion of the main structure with
attached multiple tuned mass dampers
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Abstract: A mathematical model of structure with multiple tuned mass damp-
ers (MTMD) is presented in this paper. An important difficulty, connected with
these model, is building a global damping matrix of the system. The own propos-
als FEM elements describing additional elements attached to the main system in
the form of tuned dampers have been proposed here. The benefits of the new FEM
elements have been briefly discussed.
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