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Streszczenie: W artykule przedstawiono matematyczny model konstruk-
cji gtownej z wbudowanymi wielokrotnymi strojonymi ttumikami drgan. Bardzo
wazng kwestiag, zwigzang z tym modelem jest budowa globalnej macierzy ttumie-
nia ustroju. Przedstawione zostang wiasne propozycje elementow MES, opisujacych
dodatkowe elementy dotgczone do ustroju gléwnego w postaci strojonych ttumi-
kow drgan. Omoéwione zostang takze korzysci ptynace z zastosowania nowych
elementéw MES.

Stowa kluczowe: wielokrotne strojone ttumiki masowe, globalna macierz
ttumienia, elementy MES.

1. Wstep

Obecnie wyrdozniamy kilka metod i technologii umozliwiajgcych redukcje
drgan spowodowanych réznorakimi oddziatywaniami. W zaleznosci od rodzaju
tych oddzialywan niektére z metod sg skuteczniejsze od innych, niekiedy jedyne
jakie mozna zastosowaé. W zaleznosci od sposobu i podejscia do problemu redukcji
drgan mozemy wyrdznié nastepujgce grupy metod redukcji niepozadanych drgan:

e metody pasywnej redukcji drgan;

e metody aktywnej redukcji drgan;

e metody potaktywnej redukcji drgan;

e metody mieszane.

W niniejszej pracy skupiono si¢ na pasywnej metodzie redukcji drgan, i jest
ona najczesciej stosowana w konstrukcjach rzeczywistych. Pasywna redukcja drgan
mozliwa jest dzieki, wprowadzeniu dodatkowych elementéw zwanych dalej tfumi-
kami drgan (TD). Gtéwnym ich zadaniem jest zwigkszenie mozliwosci rozprasza-
nia energii w trakcie drgan ustroju, lecz mozliwa jest takze zmiana charakterystyk
czestotliwosciowych ustroju. W zasadzie we wszystkich przypadkach, jakakolwiek
zmiana parametréw tlumienia zmienia charakterystyki czestotliwosciowe ustroju
(zmiana zespolonych wartosci wtasnych). Cecha wyr6zniajaca ttumiki pasywne
jest to, ze nie dostarczaja one energii do uktadu gtéwnego, a wykorzystuja drgania
konstrukcji do wywotania dodatkowych sit ttumigcych. Inng cecha tych ttumikow
jest to, ze ich parametry nie zmieniajg sie¢ w czasie. Metody aktywnej i potaktywnej
redukcji drgan nie beda omawiane w pracy. Mozna tylko stwierdzi¢, ze w wigk-
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szosci przypadkow sa one skuteczniejsze od metod pasywnej redukcji drgan, ale
wymagajg zainstalowania dodatkowych urzadzen na konstrukgji (czujniki, kompu-
tery, wzbudniki). Cecha charakterystyczng tego rodzaju ttumikéw jest dostarcza-
nie energii (wprowadzenie dodatkowych sit aktywnej regulacji) do uktadu poprzez
wzbudniki. Szeroko oméwione metody aktywnej i potaktywnej redukeji drgan
mozna znalez¢ w pracy Lewandowskiego [3].

W pierwszej czesci pracy przedstawione zostang podstawowe dane o pasyw-
nych tlumikach drgan, nastepnie omdéwione zostang sposoby wbudowania ich
w konstrukcje gtowng. Koncowym efektem pracy jest propozycja witasnych
elementéw MES opisujacych dodatkowe elementy dotgczone do ustroju gtéwnego
w postaci ttumikéw drgan. Modele elementow MES zostaty omoéwione takze
w pracy Wielgosa [6].

2. Wiskotyczne ttumiki drgan

Ttumiki wiskotyczne zazwyczaj sktadajg sie z cylindra wypetnionego ciecza
o duzej lepkosci, w ktérym porusza si¢ ttok z otworami. Podczas ruchu ttoka
wymuszany jest ruch cieczy, ktorej przeptyw w zaleznosci od czestosci wymuszenia
i predkosci cieczy w cylindrze moze mie¢ r6zny charakter. Energia rozpraszana jest
na skutek tarcia pomiedzy czasteczkami ptynu a ttokiem. Na Rys. 1 przedstawiono

schemat takiego tlumika.
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Rys. 1. Ttumik wiskotyczny.
Fig. 1. The viscous damper.

Ze wzgledu na rézne charakterystyki lepkoSciowe cieczy oraz zmiany ci$nie-
nia w cylindrze w zaleznosci od temperatury, czesto dodatkowym elementem jest
akumulator cieczy kompensujacy zmiany ciSnienia w cylindrze.

Sita wywotywana przez tego rodzaju ttumik, w ogélnosci ma postac:

F@)=c (%)) #()20 a
,(,x(t))" x() <0

gdzie ¢ jest wspdlczynnikiem ttumienia, predkoscia wzgledng ttoka wzgledem
cylindra a a wspoétczynnikiem. W ogdlnosci wspotezynnik a, zawiera sie 0,3 < a< 2
w zaleznosci od rodzaju ttumika, charakteru wymuszenia itd. Sity ttumienia s3
proporcjonalne do wzglednej predkosci ttoka w przypadku, gdy przeptyw cieczy jest
laminarny, czyli dla matych predkosci ttoka. W sytuacji gdy dany ustréj poddany
jest dynamicznemu oddziatywaniu wiatru, ktérego spektrum czestotliwosciowe nie
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przekracza 2 Hz, mamy do czynienia z przeptywem laminarnym w ttumiku « = 0.
Dobrym przyblizeniem jest wtedy zaleznos¢:

F.(t) = ci(?) (2)

3. Lepkospre¢zyste ttumiki drgan
Przyktadem ttumika lepkosprezystego moze by¢ takze tlumik omowiony
w poprzednim rozdziale, w ktérym ciecz wykazuje wtasnosci lepkosprezyste.

Do opisu tego typu ttumika moze stuzy¢ model Maxwella, schematycznie
przedstawionym na Rys. 2.
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Rys. 2. Model reologiczny Maxwella.
Fig. 2. Maxwell rheological model.

W elementach modelu Maxwella panuja jednakowe sity, ktore sg opisane
zaleznosciami:

T(1)= F, (1) = ¢.&(0) 3)

()= —F,(t) = yk, =k (¢,() —q,()) (4)
gdzie x(t) = g;(t) — q(t), y(t) = q,(t) — g{(t). ROznica przemieszczen punktu j oraz i
Aq(t) = g,(t) — g{t) jest rbwna sumie roznic Aq(t) = x(f) + y(t), wiec mozemy zapi-
sac:

Aq(0) =10 +x0) s)

t

Po zr6zniczkowaniu rownania wzgledem czasu otrzymujemy:

A0 =T O+ 1,0 6)

t t

Ostatecznie wzor mozna przedstawi¢ w postaci:
A0 =7,T,(0)+ (1) (7)

gdzie 7, = ¢, / k, jest czasem relaksacji.

Opisane wyzej rownanie jest bardzo niewygodne do stosowania w analizie
MES. Jego posta¢ wynika z usuniecia stopnia swobody zwigzanego z przemiesz-
czeniem g,(t), co w efekcie wprowadza wielkos¢ 7,7,(7) . Z tego tez wzgledu wartos¢
sity ttumiacej zalezy od czestoSci wymuszenia A. Jezeli przemieszczenie oraz sita
w ttumiku zmieniaja sie harmonicznie w czasie z czestoscia kotowa wymuszenia
przy drganiach ustalonych A, wedtug wzorow T, (¢) = T} exp(idt) , Aq(r) = Ag, exp(iAt)
otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ w dziedzinie czestosci:
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i2e,Ag, = i25T, +T, (8)
Ly (k, +ike,)Agy =k, (1+in,) Aq (9)
1+iAt, ¢ ¢ ¢ ¢
gdzie:
c At} 1 Ac
T, =— k =k ! c,=c————— =—=
t k e t 1+A«ZT’2 e t l+A«ZT[2 ne k (]‘0)

t e

Na Rys. 3 przedstawiono wykres ¢,(1) oraz k,(A), przy danych ¢, =1, k, = 1.
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Rys. 3. Wykres ¢,(A) oraz k(1) dla modelu Maxwella.
Fig. 3. Plots of ¢,(A) and k(1) in the case of Maxwell model.

Sztywnosc¢ k, ttumika dla modelu Maxwella, wyznacza si¢ dla nieskoncze-
nie duzej czestosci wymuszenia A = oo, za§ wspotczynnik ttumienia ¢, dla zerowej
czestosci wymuszenia A = 0. Otrzymujemy wtedy odpowiednio:

k=k ¢=c (11)

t e

Jezeli stopien swobody zwigzany z g,(t) nie zostanie usuniety, zniknie sktadnik
t,F (¢) . Jezeli napiszemy réwnania ruchu da kazdego stopnia swobody otrzymamy
uktad trzech réwnan:

F@) =k (¢.(0—q,) (12)
F(t) =k (q,(0—q,0)+¢,(4,)—4,1) (13)
Fi(t)=c,(q,()—4,1) (14)

ktory w petni opisuje model reologiczny Maxwella.

Niestety w literaturze np. w pracy Lewandowskiego [3], czesto stosuje sie
podejscie, w ktorym usuwany jest ten stopien swobody i doktadane sa do rownan
ruchu sity pochodzace od ttumikow, w ktorym wystepuje pierwsza pochodna tej
sity T,(¢) . Powstaly uklad réwnan nie moze by¢ wtedy obliczony klasycznymi
metodami MES i czesto wprowadza sie uproszczenie, iz parametry ttumika sg state,
niezalezne od czestosci wymuszenia, lub s3 okreSlone dla pierwszej, dominujgcej
w odpowiedzi ustroju czestosci drgan wtasnych. Upraszcza to model obliczeniowy
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ttumika, ktory w zasadzie sprowadza si¢ do modelu reologicznego Kelvina—-Voigta,
w ktoérym dodatkowa sita ttumienia jest postaci:

T(1) = kAq(t) +c,Aq(L (15)

Innym typem ttumikow lepkosprezystych sg ttumiki, w ktorych element
ttumigcy wykonany jest z substancji szklistych lub kopolimeréw. Rozpraszanie
energii w takich materiatach odbywa sie w trakcie zmian postaciowych. Zazwyczaj
taki ttumik sktada si¢ z dwu ptyt przymocowanych do ptyt stalowych. Schemat
takiego ttumika przedstawiono na Rys. 4.

material lepkosprezysty

stalowe blachy

Rys. 4. Tttumik lepkosprezystu.
Fig. 4. The viscoelastic damper.

Do opisu tego typu ttumikoéw najczesciej stosowany jest standardowy model
reologiczny (SMR). Jest on kombinacja oméwionego wcze$niej modelu Maxwella
oraz Kelvina—Voigta. Schemat do okres$lenia sit w tym modelu przedstawiono na
Rys. 5.
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Rys. 5. Standardowy model reologiczny.
Fig. 5. Standard rheological model.

Zaleznosci podstawowe przedstawione sg ponizej:
F(0)=F,(0)+F,(0) F,()=F,(0+F(0) F6)=—F®) (16)

q,()—q,()=(g,()—q,())+(q,()—q,)) (17)

Wielkosci opisujace poszczegoélne sity dla czesci drugiej modelu Maxwella
beda miaty nastepujaca postac:

E, (1) =k, (q,()—q,()) (18)
F )=k (4,0—¢,0)+¢ (4,0 —¢,1) (19)

Fp(t)=1¢,(4,(0—4,) (20)
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za$ dla czesci pierwszej:

IAGEYAAGETNG) 21)

Fy() ="k (q,()—q,(1)) (22)

Jezeli do réwnania (17) podstawimy zaleznosci wynikajace z rownan (18) oraz
(21), otrzymamy:

—F () b, =—F,(t)/ k, +(q,() — q,(0)) (23)

Sprowadzajac do wspdlnego mianownika, podstawiajac £}, (1) = F;(t) — F, (¢)
oraz rézniczkujac wzgledem czasu ¢, otrzymujemy:

“EOktk) FO_ (o

+2 = (g, () —q,(t 24

Py 3 (4,00—-4,0) (24)

Zaleznos¢ po prawej stronie rOwnania mozemy wyznaczy¢ z rownania (20).
Uwzgledniajac F,(t) = —F,(¢) oraz F,(¢) = F,(1)— F,(?) , otrzymujemy:

EOk L) FO FEO_FO

= (25)

kk, 2 G )

Po uwzglednieniu zaleznosci F1 0=k (c],. H—gq, (t)) oraz (21), ostatecznie
otrzymujemy znany wz6r dla modelu standardowego:

k . :
040 = (TE O+ E 0~ kAq(0) (26)

lub, po przeksztatceniach:

T (k +hy ) AGO +kAg(6) =T (1) + F (1 (27)

gdzie 7 =c,/ky, Aq(t)=q,()—4,(1)s AG(1) = 4,(t)— 4, (1)

Ze wzorow powyzszych wynika, iz jezeli zredukujemy wartos¢ k, = 0, to otrzy-
mamy model reologiczny Maxwella. Jezeli natomiast warto$¢ k, — o, to model
standardowy upraszcza sie¢ do modelu Kelvina-Voigta.

Podobnie, jak dla modelu Maxwella, jezeli przyjmiemy opis sit ttumienia oraz
przemieszczenia wzglednego w postaci F(t) = Fyexp(idt) , Aq(t) = Ag, exp(ilt, to
otrzymamy:

s :kl+i;tr(kl+k2)

0 1+lﬂ,T AQO = (ke +iice)Aq0 = ke (1+lrle)Aq (2’8)
gdzie:
2.2 l
= = k,= A (2k12+ kz) C = 622 > .= 2 (29)
kz ¢ 1+ ﬂ’ T l+ 2« Tl ke

Wielkos¢ k, + idc, nazywana jest sztywnoscig zespolong. Na Rys. 6 przedsta-
wiono wykres ¢ (1) oraz k, (1), przy danych ¢, =2, k, = 1, k, = 2.
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Rys. 6. Wykres c,(A) oraz k,(A).
Fig. 6. Plots of c,(A) and k,(A).

Wspotczynnik ttumienia ¢, oraz sztywnos$¢ k;, wyznacza dla zerowej czestosci
wymuszenia A = 0. Otrzymujemy wtedy:

kl = ke CZ = Ce (30)

Dla nieskonczenie duzej czestosci wymuszenia A = o, otrzymujemy odpowied-
nio:

k,=k+k, ¢c,=0 (31)

OczywiScie, podobnie jak to miato miejsce w modelu reologicznym Maxwella,
korzystniej jest wprowadzi¢ element MES z dodatkowym stopniem swobody.
Podejscie takie, eliminuje pojawienie sie w rownaniach ruchu sktadnika z pierwsza

pochodng sity ttumienia F,(f) . W nastepnym rozdziale zostanie wyprowadzony
autorski element MES modelujacy ttumik lepkosprezysty.

4. Sposoby wbudowania ttumikéw drgan w konstrukcje
glowna
Ttumiki wiskotyczne jak i lepkosprezyste moga by¢ wbudowywane

w konstrukcje w réznorodny sposéb. Najczesciej spotykane uktady przedstawione
sa na Rys. 7.
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Rys. 7. Schemat wbudowania ttumikéw wiskotycznych i lepkosprezystych w konstrukcje gtowna.
Fig. 7. The installation scheme of viscous and viscoelastic dampers in the main structure.

Na schemacie A oraz B, przedstawione jest typowe rozwigzanie umieszcze-
nia TD na konstrukcji gtéwnej. Rozwigzanie przedstawione na schemacie C, jest
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korzystniejsze od tych przedstawionych na schemacie A oraz B. Zwiekszenie sity
ttumienia wynika z zastosowania dZwigni i zwigkszenia przemieszczen oraz pred-
kosci punktu, do ktérego przymocowany jest ttumik.

We wszystkich wypadkach najkorzystniej jest wymodelowac przy analizie MES
zastrzaty. Unika si¢ w ten sposob traktowania zastrzatéw jako elementu ,,nowego
ttumika” ztozonego z zastrzalu oraz wtasciwego ttumika. Model matematyczny,
opisujacy taki uktad jest jeszcze bardziej ztozony od wczesniej opisanego modelu
Maxwella. W ogélnosci mamy wtedy do czynienia z uktadem szeregowym dwoch
sprezyn i tlumika wiskotycznego. Nie nalezy wiec usuwac stopni swobody zwia-
zanych z punktami zamocowania ttumika, gdyz w znacznym stopniu utrudnia to
analize drgan takiego ustroju. Dla przypadku modelu ttumika opisanego modelem
Kelvina—Voigta nie jest konieczne wprowadzanie dodatkowego stopnia swobody
uktadu, za$ dla modeli Maxwella oraz standardowego modelu reologicznego (SMR)
nalezy wprowadzi¢ dodatkowy stopieni swobody (jest to stopiefi swobody zwig-
zany z wewnetrznym ruchem materiatu lepkosprezystego), ktéry pozwoli unikngé
omoéwionych w poprzednich podrozdziatach trudnosci obliczeniowych.

DODATKOWY STOPIEN
SWOBODY

Rys. 8. Wprowadzenie dodatkowego stopnia swobody dla modelu.
Fig. 8. The introduction of the additional degree of freedom to the model.

5. Rownania ruchu uktadu gléwnego z dotaczonymi
ttumikami lepkosprezystymi
Podobnie jak w przypadku ustroju sktadajacego sie z podstruktur wykona-
nych z ré6znych materiatow, tak i w przypadku dotaczenia ttumikéw opisanych

standardowym modelem reologicznym SMR do uktadu gtéwnego, poszczegolne
macierze modelu mozna rozbi¢ na dwie podmacierze:

e konstrukcja gléwna (przez N — oznaczymy stopnie swobody uktadu gtow-
nego);

e dotaczone ttumiki (przez N, — oznaczmy liczbe dotgczonych ttumikow).

Roéwnania ruchu moga by¢ wtedy zapisane w postaci:

(M +M,)d(0) +(Cys +C; )a() +(K +K; )q(r) =p(2) (32)

Globalna liczba stopni swobody uktadu bedzie wynosi¢ N + N, (kazdy TD-SMR
powoduje zwigkszenie globalnej liczby stopni swobody o jeden). Ponizej przed-
stawiono postacie macierzy C;, Ky;, My, przy zatozeniu, ze dodatkowe stopnie
swobody wynikajgce z zastosowania TD-SMR wystepuja z ostatnimi numerami:
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M K

0 0 C 0
K;N,N NN, K:N.N N.N, K;N.N NN,
M,; = KG — Cio = (33)

ONI,N ON N,

-V

ON,,N ON

o

ON,,N N,.N, N,

'

W przypadku konstrukcji wielomateriatowych, sktadajacych sie z materiatow
o réznych wtasciwosciach sprezystych czy tez o réznych witasciwosciach ttumig-
cych, macierze My, Ky, Ci nalezy budowac¢ wedtug znanego modelu Reyleigh’a, czy
tez modelu ttumienia opisanego przez Caughey’a [2].

Ponizej, zostanie przedstawiony sposdéb budowy poszczegdlnych macierzy
sztywnosci elementéw opisanych modelem SMR w przypadku ustroju dwuwy-
miarowego, a nastepnie jego uogodlnienie na uktad przestrzenny. Wprowadzone
zostang pojecia elementu TD-SMR-2D (ttumik drgan — standardowy model reolo-
giczny) oraz elementu TD-SMR-3D. S3 to catkowicie nowe elementy MES, ktore
moga by¢ zastosowane w programach obliczeniowych MES.

5.1. Element TD-SMR-2D

Na Rys. 9 przedstawiono schemat elementu ttumika o charakterystyce lepko-
sprezystej TD-SMR-2D w uktadzie lokalnym.
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O N 7
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Rys. 9. Element TD-SMR-2D w uktadzie lokalnym.
Fig. 9. The TD-SMR-2D element in local coordinate system.

P

Wezly i oraz j odpowiadajg weztom, do ktérego dotaczany jest thumik, zas
wezet t jest weztem dodatkowym, w ktérym skupiona jest masa wtasna drgajgcego
materiatu lepkosprezystego. Przemieszczenie g,, zwigzane jest z ruchem wewnetrz-
nym materiatu lepkosprezystego. Skupienie masy w wezle t, umozliwia uwzgled-
nienie w modelu drgan wtasnych materiatu lepkosprezystego, co nie jest mozliwe
w modelach reologicznych. Mase catego ttumika mozna przedstawi¢ w nastepuja-
cej formie:

m, = m,, +m, (34)

gdzie m,, jest masa materiatu lepkosprezystego za§ my,, jest masg konstrukcji
ttumika.

W rozwazaniach mozna w uproszczeniu przyjaé, ze potowa masy wtasnej
materiatu lepkosprezystego m,, skupiona jest wezle ¢ na kierunku lokalnej osi x.
W weztach i oraz j na kierunku osi x skupiona czwarta czeS¢ masy materiatu
lepkosprezystego, oraz po potowie masy wynikajacej z konstrukcji ttumika m,.
Na kierunku y w wezle i oraz j skupiona jest masa 0,5m,. W rzeczywistos$ci masy
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dodane do wezta i oraz j s3 pomijalnie mate w stosunku do masy konstrukcji
i mogtyby by¢ nie uwzgledniane.

Kierunek dziatania ttumika okresla wektor kierunkowy wynikajacy ze wspot-
rzednych weztéw i oraz j w globalnym uktadzie wspoétrzednych XY w postaci
w, = [Ly, Ly]. Pojedynczy tlumik drgan (TD) moze wykonywaé drgania tylko po
kierunku x lokalnego uktadu wspotrzednych, a wiec z zatozenia q,, = 0, oraz F,, = 0.
Transformacji do uktadu globalnego podlegajg wielkosci sit i przemieszczen wezta
poczatkowego i oraz koncowego j, zas w wezle t pozostawiany jest uktad lokalny.

Wektory przemieszczen weztowych elementu oraz sit weztowych w uktadzie
lokalnym dla k-tego ttumika beda miaty nastepujaca postac:

9ix F,
9y F,

Q' =4 £ =|F, (35)
9y £,
9 £,

za§ w uktadzie globalnym:

9ix Fy
iy Fy

q, = q;x ), = Fy (36)
qjy Fy
9y F,

Macierze M'", | K", C", w lokalnym uktadzie wspo6trzednych maja nastepu-
jace postaci:

0,5m, +0,25m, 0 0 0 0
0 0,5m, 0 0 0

M* = 0 0  0,5m,+0,25m, 0 0 (37)
0 0 0 0,5m, 0
0 0 0 0 m,
k+k 0 —k 0 —k, 00 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0 0 0

K= <k 0 k 0 0 Ci=0 0 & 0 — (38)
0 0 0 0 0 00 0 0 0
—k, 0 0 0 Kk 00 —, 0 g

Jezeli nie uwzglednimy mas pochodzacych od ttumika w wezle i oraz j (jako
pomijalnie mate w stosunku do mas konstrukeji skupionych w wezle i oraz j),
otrzymamy:
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M = (39)

S O O O O
S O O O O
S O O o O
S O O O O

S O O O

m

w

Dla pojedynczego elementu k mozemy zapisa¢ nastepujace rOwnanie réwno-
wagi dynamicznej:

MiQ"(0+CTa" (0 +K Q" (=10 (40)

Jezeli napiszemy powyzsze réwnania w standardowej formie otrzymamy
nastepujacy uktad rownan:

F, = (k +k,)q, ()~ kg, ()~ kg, (1) (41)
£, =0 (42)
Fy=c, (4,0~ 4,0)+k (g, -q,0) (43)
F, =0 (44)
F, =m,G,(0)+¢ (4, ()= 4,,0)+k, (4, () — g, (1)) (45)

Transformacja poszczegélnych macierzy elementu z uktadu lokalnego do
globalnego obywa sie¢ za pomoca znanych z MES wzoréw (por. Rakowski i in.

[5]):

T
TO=Rq() 9“0O=(R) q°©) (46)
FmZRT%)FWﬁ4WYF@ (47)
gdzie macierz obrotu elementu jest dana wzorem:
R, 0 0
R°=/0 R, 0 (48)
0 0 1

Macierz R; jest macierza obrotu wezta poczatkowego, za$ R; wezta konco-
wego. Sily i przemieszczenia w wezZle ¢ nie podlegaja obrotowi. Macierze obrotu
wezta poczatkowego i koncowego dana jest wzorem:

c —s
R, =R, =

’ J

(49)

N c

gdzie: ¢ = cosa, s = cosa.

Mnozac lewostronnie rownanie (40) przez R¢ oraz uwzgledniajac zwiazek
otrzymujemy rownanie rownowagi dynamicznej w uktadzie globalnym:
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RM; (R°) 4 () +RCY (R°) 4" () +RK (R) () =RT*() (50)

Poszczegdlne macierze w uktadzie globalnym bedg miaty nastepujaca postac:

M; =R‘M, (R*) (51)
K; =R'K"(R°) (52)
C; =R°C% (R) (53)

Jezeli uktad lokalny k — tego WSTM jest zgodny z uktadem globalnym (c = 1,
s = 0) to macierze M}, K;, C; sa odpowiednio rowne M";, K/, C".

5.2. Element TD-SMR-3D

Transformacja poszczegélnych macierzy elementu z uktadu lokalnego do
globalnego obywa si¢ za pomocg wzoréw (50). Na Rys. 10 przedstawiono podsta-
wowe oznaczenia, stuzace do uzyskania macierzy obrotu wezta (por. Btazik-Bo-
rowa i Podgorski [1]).

Wektor kierunkowy dziatania STM mozna przedstawi¢ w formie
w, = [Ly, Ly, L,]. Kierunek lokalnej osi x, jest zawsze wybierany wzdtuz wektora
kierunkowego w,, kierunek y, tak aby o$ y byta réwnolegta do ptaszczyzny XY
uktadu globalnego. Obrot z uktadu lokalnego do globalnego ztozony jest z dwoch
obrotéw posrednich. Najpierw obracamy uktad xyz o kat g do posredniego uktadu

2.,

x’y’z’, dobranego tak aby o$§ x’ byta réwnolegta do ptaszczyzny XY, a nastepnie

obracamy uktad x’y’z” o kat y, tak, aby osie x’ oraz X byly réwnolegte. Macierze
obrotu o kat  oraz o kat y beda miaty nastepujace postaci:

c O—Sﬁ ¢, - 0

B y y
Ry=10 1 0] R =|s, ¢ 0 (54)
s 0 ¢ 0 0
gdzie: s, =sinffi=1,/L cg=cosfB=LYL
s, =siny =L, /L' ¢, =cosy =L, /L'

L'=\L’+L/} L=yL +L*+L}

Macierz obrotu elementu jest analogiczna do postaci , z tym Zze macierze
obrotu wezta poczatkowego i koncowego dana jest wzorem:
G TS, TGS
R =R, =R,R;=|5¢, ¢ —s.5 (55)
Sy 0 Cy
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Rys. 10. Element strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie globalnym.
Fig. 10. The element of the tuned mass damper (STM-3D) in the global system.

Postaci poszczegolnych macierzy w uktadzie lokalnym przedstawiaja ponizsze
wzory:

000000 O
000000 0
000000 0
M“=0 00000 O (56)
000000 0
000000 0
000000 m,
ki+k 0 0 —k 0 0 —k, 000 0 00 0
0 00 0 00 0 000 0 00 0
0 00 0 00 0 000 0 00 0
K= -k 00 kK 00 0| C“=000 ¢, 00 —c|(57)
0 00 0 00 0 000 0 00 0
0 00 0 00 0 000 0 00 0
—k 00 0 0 0 Kk 000 —, 00 ¢

5.3. Uklad gléwny z dotaczonymi ttumikami opisanymi
modelem Kelvina-Voigta

W przypadku zastosowania ttumikéw wiskotycznych lub opisanych modelem
reologicznym Kelvina-Voigta (TD-KV), zamontowanych na konstrukcji gtownej,
przy pomini¢ciu masy ttumikéw, modyfikacji podlega jedynie macierz sztywnosci
i ttumienia konstrukcji gtéwnej. Zastosowanie tego typu ttumikéw nie zwigksza
globalnej liczby stopni swobody. Schemat elementu ttumika TD-KV-2D przedsta-
wia Rys. 11.
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Rys. 11. Element TD-KV-2D w uktadzie lokalnym.
Fig. 11. TD-KV-2D element in local coordinate system.

Element takiego tlumika jest catkowicie tozsamy z elementem kratownicy
ptaskiej, i nie bedzie tutaj szerzej opisywany. Podana jedynie postaé macierzy
sztywnosci i macierzy ttumienia.

k0 —k 0 ¢, 0 — 0
Ke—| 0 0 0 0 o, |0 0 00 58)

—k 0 k 0 —, 0 ¢ 0

0 0 0 0 0 0 0

W przypadku tlumika wiskotycznego modyfikacji podlega jedynie globalna
macierz ttumienia C. Dla tlumika zamocowanego w konstrukcji przestrzennej
poszczegdlne macierze sg identyczne jak dla kratownicy przestrzenne;j.

5.4. Agregacja macierzy dla ukladu dynamicznego

Agregacja macierzy poszczeg6lnych elementéw SMR odbywa sie w sposéb
analogiczny jak dla innych elementéw znanych z MES. Moze by¢ przeprowadzona
w sposob bezposredni, gdzie dla kazdego elementu tworzona jest macierz pota-
czen (przylegania) zawierajaca relacje pomiedzy lokalnymi stopniami swobody
a uporzadkowanymi i przenumerowanymi globalnymi stopniami swobody.
Macierz potaczen elementu A¢ jest prostokatna. Liczba wierszy tej macierzy jest
rowna ilosci globalnych stopni swobody (w rozpatrywanym przypadku N + N,),
za$ liczba kolumn réwna jest liczbie stopni elementu (5 — dla elementéw 2D oraz
7 — dla elementéw 3D). Globalne macierze: mas, sztywnosci oraz ttumienia beda
opisane wzorami:

N, N, N
M, =Y AM(A) K, =Y AK[(A) =Y Ac(A) (59)
k=1 k=1 k=1

W komputerowej implementacji czesto stosuje sie podejscie wykorzystujace
wektory alokacji. Sa to wektory, ktore zawieraja odniesienie lokalnych stopni
swobody do przenumerowanych globalnych stopni swobody. Przy tym podejsciu,
budowa globalnych macierzy My, K;, C; odbywa sie poprzez wstawianie odpowied-
nich blokéw z macierzy M;, K;, C; (blokéw zwigzanych ze stopniami swobody
wezta poczatkowego i oraz wezta koncowego j) do globalnych macierzy na podsta-
wie wektorow alokacji.
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Nalezy jeszcze wspomnied, iz macierze My, K, C; nie sktadaja sie z wydzielo-
nych blokéw o rozmiarze Ny x Ny. Poszczegblne podbloki macierzy M5, K;, C;
wystepujg zaréwno dla numeréw stopni swobody 7, < N, jaki N < n,< N + N,.

6. Podsumowanie

W literaturze bardzo czesto buduje sie od podstaw réwnania ruchu uktadu
z dotgczonymi WSTM. Dla kazdego przyktadu obliczeniowego prowadzona jest
cata analiza postaci macierzy globalnych M, K, C. Takie podejscie mozemy znalez¢
w pracach: Xu i in. [7], Lewandowski i Grzymistawska [4]. Zastosowanie elemen-
tow TD-SMR-2D(3D), umozliwia potraktowanie problemu jako standardowego
problemu MES, w ktérym sg wykorzystywane nowe elementy. Wprowadzenie tych
elementéw umozliwia analizowanie uktadéw, do ktérych dotaczono TD o kierun-
kach dziatania niekoniecznie zgodnych z globalnymi kierunkami X, Y, Z. Ma to
bardzo duze znaczenie praktyczne dla uktadéw o bardzo skomplikowanej geometrii
oraz skomplikowanych formach drgan, gdzie moze zajs¢ koniecznos$¢ zastosowania
TD na kierunku nie zgodnym z osiami globalnego uktadu wspotrzednych XYZ.
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The equations of motion of the main structure
with attached dampers described by
standard rheological model
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Abstract: A mathematical model of structure with multiple tuned mass damp-
ers (MTMD) is presented in this paper. An important difficulty, connected with
these model, is building a global damping matrix of the system. The own proposals
of FEM elements describing additional elements attached to the main system in the
form of tuned dampers are presented here. The benefits of the new FEM elements
are briefly discussed.
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