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Streszczenie: W artykule przedstawiono analize wyteZenia zginanych belek
zelbetowych wykonanych z betonu wysokiej wytrzymatosci o niskim stopniu zbro-
jenia. Modelowanie deformacji elementéw pod obcigzeniem statycznym do znisz-
czenia wiacznie z uwzglednieniem nieliniowosci fizycznych betonu i stali zbroje-
niowej przeprowadzono z wykorzystaniem zasad metody elementoéw skonczonych.
W celu zweryfikowania przyjetych modeli materiatow konstrukcyjnych wyniki
analiz numerycznych przedstawiono na tle wynikéw eksperymentalnych dostep-
nych w literaturze.
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1. Wprowadzenie

W ostatnich latach wraz z wieksza wydajnoscig systeméw obliczeniowych
oraz mozliwoscig ich zastosowania w procesie analizy i projektowania konstruk-
¢ji inzynierskich nastgpit intensywny rozwdj metod numerycznych uzywanych
w zakresie obliczen statycznych, wymiarowania i analizy zachowania konstrukeji
az do osiagniecia przez nig standéw granicznych. Metody numeryczne s3 jedyna
droga do uzyskania praktycznie przydatnych rozwigzan w analizie ztozonych
ustrojow przestrzennych wykonanych z materiatow nie podlegajgcych prawom
liniowej sprezystosci.

Ze wszystkich metod numerycznych najczesciej stosowana jest Metoda Elemen-
tow Skonczonych, ktoéra stata sie podstawowym narzedziem analizy w bardzo wielu
dziedzinach naukowych i praktyce inzynierskiej. Polega ona na podziale kontinuum
o nieskonczonej liczbie punktéw na skonczona liczbe elementéw potaczonych ze
soba w weztach. Wszystkie zmienne w rownaniu zagadnienia wyraza si¢ przez prze-
mieszczenia punktéow weztowych wyznaczane z uktadu réwnan algebraicznych.
Wymaga to sformutowania zaleznosci geometrycznych oraz przyjecia zwigzkow
konstytutywnych uzalezniajgcych sktadowe stanu naprezenia i odksztatcenia. We
wspodlczesnym pismiennictwie jest wiele monografii i artykutéw poswieconych tej
metodzie. Do podstawowych prac w tym zakresie nalezg monografie Zienkiewicza
i Taylora [17], Crisfielda [6], Bathe [2], Kleibera [9], Boneta i Wooda [3].

Analiza wytezenia elementéw konstrukcyjnych jest waznym zagadnieniem
mechaniki konstrukcji, szczegdlnie w odniesieniu do materiatéw kruchych, gdyz
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umozliwia ocene jej bezpieczenstwa i optymalne projektowanie. Zwieksze-
nie nosnosci elementéw konstrukcyjnych wykonanych z materiatow kruchych
uzyskuje sie przez zastosowanie zbrojenia w postaci wiotkich pretow stalowych
roztozonych w materiale matrycy elementu w tych strefach, w ktorych wystepuja
naprezenia rozciagajace wywotujace zarysowanie materiatu.

Dynamiczny rozwo6j techniki komputerowej stworzyt réwniez mozliwosci
wykonania analiz nieliniowych dotyczacych zelbetowych ukitadow konstrukcyj-
nych ze szczegdlnym uwzglednieniem zréznicowanych sprezysto-plastycznych
charakterystyk materiatowych: betonu i stali, rzeczywistego uktadu zbrojenia,
wzajemnej wspotpracy obu materiatdw oraz symulacji mechanizmu zniszczenia
elementéw konstrukcyjnych. Jak dowiodia praktyka inzynierska, zrealizowane
dotychczas konstrukcje z betonu, zaprojektowane bez wspomagania komputero-
wego, spelniaja najczesciej swoje zadanie i nie uleglty awariom, niemniej jednak
rozne wplywy fizyczne, takie jak skurcz, oddziatywania termiczne, naprezenia
przyczepnosci i petzanie lub geometryczne, takie jak ztozony uktad konstruk-
cyjny byly oceniane w duzym stopniu jedynie na podstawie intuicji inzynier-
skiej. Prowadzito to czesto do znacznego przewymiarowania konstrukcji w celu
zapewnienia im wymaganego bezpieczenstwa oraz odpowiednich waloréw uzyt-
kowych.

Analiza zachowania belek zelbetowych wykonanych z betonu o wysokiej
wytrzymatosci byta przedmiotem wielu prac doswiadczalnych m.in. Taerwe [15],
Pecce i Fabbrocino [11], Rashida i Mansura [12]. W kraju podstawowa praca
w tym zakresie jest praca Kaminskiej [8], bedaca Zrédtem wzorcowych wynikow,
do ktérych odnoszone s3 wtasne rozwigzania teoretyczne.

Beton wysokowarto$ciowy, czyli beton o wysokiej wytrzymatosci i jedno-
cze$nie wysokiej szczelnosci, zawiera wszystkie sktadniki juz wcze$niej stosowane
do betondéw, ale dozowane w innych proporcjach. Szczegbtowe informacje doty-
czace klasyfikacji i wiasciwosci tych kompozytéw materiatowych na bazie cementu
zostaty przedstawione w monografii Aitcina [1]. Niewatpliwie zastosowanie beto-
néw wysokowartosciowych w budownictwie bedzie stale wzrastalo zarowno ze
wzgledu na jego wysoka wytrzymatos¢, jak i na wysoki modut sprezystosci. Ponadto
w bardzo wielu praktycznych zastosowaniach olbrzymie znaczenie ma wysoka
odpornos¢ betonu wysokowartosciowego na wptywy klimatyczne i oddziatywanie
agresywnego Srodowiska zwigzana z jego bardzo wysoka szczelnoscig. Specyficzne
cechy betonéw wysokowartosciowych sktaniajg ku koniecznosci podjecia nie tylko
badan doswiadczalnych, ale réwniez teoretycznych badan z zakresu konstytutyw-
nego modelowania wtasciwosci materiatowych, w szczegdlnoSci modelowania
zachowania zbrojonych elementéw konstrukcyjnych oraz analizy mechanizméw
wytezenia i zniszczenia konstrukcji wykonanych z takiego materiatu.

Przedmiotem pracy sa belki zelbetowe z betonu wysokiej wytrzymatosci
traktowane jako kompozycja materiatowa sktadajgca sie z matrycy betonowej
wzmocnionej wiotkimi pretami stalowymi roztozonymi dyskretnie w materiale
matrycy.

Gtoéwnym celem pracy jest modelowanie mechanizmoéw zniszczenia belek
zelbetowych obcigzonych statycznie, procesé6w statycznego odksztalcania belek
zelbetowych wykonanych z betonu wysokiej wytrzymatosci z uwzglednieniem
nieliniowosci fizycznych materiatéw konstrukcyjnych betonu i stali zbrojeniowe;j.
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Osiagniecie tego celu wymagalo zrealizowania celow szczegdétowych, do
ktorych naleza:

e opracowanie wlasnego modelu teoretycznego betonu dla materiatu sprezy-
sto-plastycznego z uwzglednieniem ostabienia materiatowego przy Sciskaniu
1 rozciaganiu,

e opracowanie oryginalnych analiz zachowania przestrzennych belek zelbeto-
wych z betonu wysokiej wytrzymatosci pod obcigzeniem statycznym,

e opracowanie efektywnej metody obliczeniowej diugosci tuku Crisfielda
w analizach niezwykle gwaltowanych proceséw zniszczenia: zarysowania
i miazdzenia w celu doktadniejszego oszacowania pokrytycznego zachowa-
nia elementéw konstrukcyjnych.

Zakres pracy obejmuje rozwazania dotyczace modelowania niesprezystych
wilasciwosci materiatéw, modelowania proceséw odksztatcania przestrzennych
ustrojow konstrukeyjnych oraz opracowanie rozwigzain numerycznych.

2. Modelowanie wlasciwosci materialow konstrukcyjnych
2.1. Modelowanie wlasciwosci betonu

2.1.1. Piecioparametrowa powierzchnia graniczna betonu

Powierzchnie graniczng betonu przedstawiono za pomoca modelu pigcio-
parametrowego Willama i Warnke [16]. W celu opisania parabolicznego ksztattu
potudnikow powierzchni granicznej model tréjparametrowy uzupetniono o dodat-
kowe dwa parametry. Kryterium zniszczenia betonu w ztozonym stanie naprezenia
opisano wyrazeniem:

F_ >0 (1)

w ktorym: F - funkcja stanu naprezen o, ,0, .0 dziatajagcych w kierunkach prosto-
katnego uktadu wspotrzednych z,y,z, S - powierzchnia graniczna zalezna od
naprezen gtownych o,0,,0,, gdzie: o, = max (aw,ow,azp), o, = min (Jw,aw,aw)

, 0

i 0, >0, > 0, oraz pieciu parametréw: f — wytrzymatosci na $ciskanie w jednoosio-
wym stanie naprezenia (wywotujacej miazdzenie), f,— wytrzymatosci na rozcigganie
w jednoosiowym stanie naprezenia (wywotujacej zarysowanie), f, — wytrzymato-
Sci w stanie dwuosiowego Sciskania (wywotujacej miazdzenie), f, — wytrzymatosci
w stanie dwuosiowego Sciskania natozonej w stanie naprezenia hydrostatycznego
o, oraz f, — wytrzymatoSci w stanie jednoosiowego Sciskania natozonej w stanie
naprezenia hydrostatycznego o, .

Powierzchnia graniczna betonu jest wykorzystywana jako kryterium zniszcze-
nia zgodnie z nastepujacg interpretacjg. Materiat znajduje sie w stanie zniszczenia,
gdy nieréwnos¢ (1) jest spetniona. Jako stany zniszczenia rozroznia sie stan zaryso-
wania, jezeli dowolne naprezenie gtéwne jest rozciggajace, oraz stan zmiazdzenia,
gdy wszystkie naprezenia gtdwne sg Sciskajace. Powierzchnia graniczna S jest defi-
niowana przez pi¢¢ parametrow wytrzymatosciowych f,f,f,.f, [, istan hydrosta-
tycznego naprezenia o, .
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Opis zniszczenia betonu okresla sie w czterech zakresach stanu naprezenia:
1. 0 >0, >0, > 0, (Sciskanie-Sciskanie-Sciskanie),

2. 0, > 02> 0, > 0, (rozcigganie-Sciskanie-Sciskanie),

3. 0, 20, > 02> 0, (rozcigganie-rozcigganie-Sciskanie),

4. 0, > 0, 2 0, >0 (rozcigganie-rozcigganie-rozcigganie).

W kazdym zakresie stanu naprezenia, niezalezne funkcje F,F,F,,F,
i §,S,,5,,5, opisuja odpowiednio funkcj¢ stanu naprezen F i powierzchnig
graniczng S. Funkcje te szczegbtowo opisano w pracach [13, 14| w kazdym zakresie

stanu naprezenia.

Powierzchnie graniczng i interpretacje graficzng promieni przekroju dewiato-
rowego 7,7, w zaleznosci od parametréow wytrzymatosciowych ¢ i kata Lodego 0
przedstawiono na Rys. 1.

(a) (b)
—-c,/f. T

&

e

h

—c,/f.

Rys. 1. Konstrukcja powierzchni granicznej: (a) w obszarze naprezen gtownych i (b) w przekroju
hydrostatycznym.
Fig. 1. Spatial failure surface: (a) in principal stress space and (b) in hydrostatic section.

Promien przekroju dewiatorowego r, jest okreSlony przez parametry q,q,,a,
dobrane w taki sposob, aby f, f,, f lezaty na powierzchni granicznej. Promien prze-
kroju dewiatorowego r_ jest wyrazony przez parametry b,,b ,b, okreSlone na podsta-
wie zaleznosci zachodzacych wzdtuz potudnika Sciskania przy 6 = 60°. Wartosci
f;»f, dobrano na poziomie stanu hydrostatycznego naprezenia dla konstrukeji
rzeczywistej o, . Powierzchnia graniczna jest wypukta, jesli wartosci parametrow

spetniajg silnie ograniczajace nierbwnosci:
a, > O,a,1 < O,a2 <0

b, > 0,b < 0,b, <0

r
0,5 <-L+<125
T
Model powierzchni granicznej opisany powyzej tatwo redukuje sie do
prostszych modeli powierzchni granicznych: cylindra Misesa, gdy: a, =¥,

a, =b =a,=0b, =0, stozka Druckera-Pragera, gdy: a, =b,, a, =0, a, =0, =0,

=0,
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[4) a
stozka z nieobrotowg podstawa, gdy: b—° = b—l, a, =b, =0 lub stozka z krzywo-
o | a a a
liniowymi tworzacymi i nieobrotowa podstawa, gdy: b—‘]:b—lzb—?. Wartosci
0 1 2

parametrow charakteryzujacych ten model s3 tatwe do wyznaczenia na podstawie
standardowych prob wytrzymato$ciowych. Zawiera on wszystkie trzy niezmienniki
naprezen w rownowaznej formie naprezen Srednich o,, F' i kat Lodego 6 .

Na Rys. 2 przedstawiono powierzchnie granicznag w dwuosiowym stanie napre-
zenia po zrzutowaniu na plaszczyzng o, -0~ w obszarze najwigkszych niezero-
wych naprezen normalnych o, o, - Stany bezpiecznej pracy materiatu znajduja sie
wewnatrz tej powierzchni, ktérej ewolucja bedzie reprezentowaé wzmocnienie lub
ostabienie materiatowe. Osiagniecie przez Sciezke naprezenia powierzchni granicz-
nej skutkuje wzrostem odksztalcenn bez zmiany naprezenia lub ostabieniem mate-
riatowym opisujacym spadek naprezen. Na powierzchni granicznej natomiast sa
potozone punkty odpowiadajace zniszczeniu w funkcji znaku naprezenia normal-
nego 0. w kierunku z. Fizycznie niemozliwy jest stan, ktéremu odpowiada punkt
potozony na zewnatrz ograniczonego obszaru. Jezeli w kierunkach x, y wystepuje
Sciskanie (aw <0,0,<0 ), @ w kierunku z rozcigganie (sz > 0), to rysa powsta-
nie w plaszczyznie prostopadtej do naprezenia rozciggajacego o . Materiat zosta-
nie zmiazdzony, gdy warto$¢ naprezenia normalnego jest nieznacznie mniejsza
lub rowna zero (o, < 0). Modut sprezystosci zmiazdzonego elementu materiatu
matrycy betonowej we wszystkich kierunkach jest rowny zero.

yp

A

zarysowanie ﬁ zarysowanie

C V‘G

f; N

G, >0 (zarysowanie lub miazdzenie)

C,,= 0 (miazdzenie)

. zarysowanie

Z

G, < 0 (miazdzenie)

£

Rys. 2. Powierzchnia graniczna w obszarze naprezen normalnych w dwuosiowym stanie napreze-
nia.
Fig. 2. Failure surface in principal stress space with biaxial stress.
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2.1.2. Propozycja wlasna prawa ewolucji powierzchni granicznej
w przestrzeni napreZen

Roéwnania opisujace krzywa zaleznosSci pomiedzy odksztatceniami i napreze-
niami sg bardzo uzyteczne w zastosowaniach do analizy konstrukcji. Interpretujac
wyniki analiz numerycznych belek zelbetowych z betonu o wysokiej wytrzyma-
tosci zauwazono, ze zastosowanie proponowanych literaturowych réwnan opisu-
jacych zaleznosci pomiedzy odksztalceniami i naprezeniami prowadzi do znacz-
nego zmniejszenia granicznych ugie¢ konstrukcji. Mniejsze krzywizny graniczne
oznaczaja zmniejszenie mozliwosci redystrybucji sit wewnetrznych w konstruk-
cji, niekorzystne z punktu widzenia jej bezpieczenstwa.

Na Rys. 3 na podstawie przeprowadzonych doswiadczen numerycznych belek
zelbetowych w konfrontacji z wynikami do§wiadczalnymi belek zelbetowych przed-
stawionymi w pracy Kaminskiej [8] zaproponowano wtasng koncepcje zachowania
betonu o wysokiej wytrzymatosci w stanie jednoosiowego Sciskania i rozciagania
w konstrukcji zelbetowej. Istota wtasnej zaleznosci naprezenie-odksztatcenie dla
betonu jest uwzglednienie w stanie jednoosiowego Sciskania fazy sprezysto-plastycz-
nego wzmocnienia i fazy ostabienia materiatowego oraz potwierdzonej doswiad-
czalnie m.in. przez Pecce, Fabbrocino [11] i Kaminska [8] obserwacji o znacznie
wiekszych wartosciach granicznych odksztatcer uzyskanych w konstrukcjach niz na
probkach, zwigzanych ze zbrojeniem konstrukgeji i efektem skali.

c (a) c (b)

f 7777777777777777777777777777777777777777 \
¢ t
T f 4
o =1, dla p<0,5%
Rt
a=2,dlap>1,5% 1
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c
< — gc . kSt
C Cl
N g, &, P IOTCS

Rys. 3. Propozycja zaleznosci naprezenie-odksztatcenie dla betonu: (a) w stanie jednoosiowego
Sciskania, (b) w stanie jednoosiowego rozciggania.

Fig. 3. Proposal stress-strain relationship for concrete: (a) in uniaxial compression, (b) in uniaxial
tension.

Zakres fazy sprezystej w betonie przy Sciskaniu jest uzalezniony od stopnia
zbrojenia konstrukcji i wytrzymatosSci betonu. Dla betonu o wysokiej wytrzyma-
tosci przy wysokim stopniu zbrojenia wiekszym od 1,5 % zatozono liniowy prze-
bieg funkcji naprezenie-odksztatcenie przy Sciskaniu do ok. 70 % wartosci granicz-
nej wytrzymatosci na Sciskanie f. Zwigzany jest on rowniez z bardziej sztywnym
zachowaniem betonu wysokowarto$ciowego niz betonu zwyktego z powodu wiek-
szej wytrzymatoSci warstwy kontaktowej kruszywo-matryca i mniejszg iloscig
mikrospekan. Powyzej wystepuje faza sprezysto-plastycznego wzmocnienia matrycy
betonowej z liniowym przyrostem naprezenia do granicznej wytrzymatosci na
Sciskanie f. Po jej osiggnieciu beton ulega ostabieniu do 80 % wartosci graniczne;
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wytrzymatosci na $ciskanie przy granicznym odksztatceniu ¢, a galaZz krzywej
opada tagodnie w obszarze ostabienia materiatowego.

W wielu modelach powstatych w oparciu o badania probek opadajgca czes¢
krzywej jest tym mocniej nachylona im wyzsza jest wytrzymato$¢ betonu, co
Swiadczy o wiekszej kruchosci betonu wysokiej wytrzymatosci. Ta prawidtowos¢
nie zawsze jednak znajduje odzwierciedlenie w zachowaniu betonu w zelbetowych
elementach konstrukcyjnych. Ponadto wyniki badan doswiadczalnych wykazaty,
ze obawy o niska odksztatcalnos¢ betonu wysokiej wytrzymatosci w elementach
konstrukcyjnych sa nieuzasadnione. W badaniach Kaminskiej [8] stwierdzono, ze
w tych elementach, ktore ulegly zniszczeniu przez zmiazdzenie betonu strefy Sciska-
nej, odksztatcenia betonu osiagaty az 6 %o i byly dwukrotnie wyzsze niz odksztat-
cenia niszczace rejestrowane na probkach, co jest korzystne z punktu widzenia
bezpieczenistwa konstrukcji. Przyjecie zbyt matych mozliwosci odksztatcania
sie betonu wysokiej wytrzymatosci przy Sciskaniu, jak np. w zaleceniach Model
Code 90 [4], powoduje znaczne zmniejszenie granicznych krzywizn elementow
konstrukcyjnych. Z tych powodéw w modelu do analiz konstrukeji zelbetowych
zaproponowano wigksza mozliwos¢ odksztalcania si¢ betonu przy Sciskaniu. Zato-
zono odksztatcenia ¢, odpowiadajace granicznej wytrzymatosci na Sciskanie
f. rébwne 6 %o, a odksztatcenia graniczne przy Sciskaniu €, rowne 12 %o.

Krzywa naprezenie-odksztatcenie dla betonu przy rozcigganiu ma przebieg
liniowy do granicznej wytrzymatosci na rozciaganie f. Zatozono na podstawie
pracy Lyndona i Balendrana [10], ze modut sprezystosci przy rozciaganiu jest rtowny
modutowi przy Sciskaniu. Po osiagnigciu tej wartosci powstaja rysy w betonie
i nastepuje kruchy spadek wytrzymatosci zwiazany z pekaniem do wartosci wigk-
szej lub rownej 60 % granicznej wytrzymatosci na rozcigganie. Warto$¢ parametru
T powinna by¢ dobrana z przedziatu zamknigtego 1, € <O, 6;1>. W wyniku przy-
czepnosci na odcinku miedzy rysami beton przejmuje znaczace wielkosci naprezen
rozciagajacych stal zbrojeniowa i w konsekwencji konstrukcja zelbetowa zwigksza
swoja sztywnoS$¢. Taki efekt usztywnienia uwzgledniono przez zatozenie stopnio-
wego, tagodnego spadku wytrzymatosci na rozciaganie do zera przy zniszczeniu
betonu przy Srednich odksztatceniach réwnych: 0,8 %o, gdy 7. = 0,6 oraz 1,4 %o,
gy 7, =1.

2.1.3. Charakterystyka elementéow skorniczonych materiatu matrycy
betonowej

W analizie konstrukcji betonowych zastosowanie elementéw szescio$ciennych
jest korzystne ze wzgledu na zazwyczaj ortogonalny przebieg zbrojenia. Element
skoficzony materialu matrycy betonowej jest definiowany przez izotropowe
wiasciwosci materiatu i osiem punktéw weztowych o trzech stopniach swobody
w kazdym z nich, to jest przemieszczenia w punktach weztowych w kierunkach z,y, 2 .
W kazdym elemencie skonczonym we wszystkich punktach numerycznego catko-
wania w trzech ptaszczyznach lokalnego uktadu wspoétrzednych prostopadtych obli-
czane s3 odksztatcenia i naprezenia. Schemat elementu skoniczonego i obliczeniowe
punkty numerycznego catkowania przedstawiono na Rys. 4.
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X

Rys. 4. Element skonczony materialu matrycy betonowej i punkty numerycznego catkowania
w tym elemencie.

Fig. 4. Finite element of the concrete matrix material and integration points in concrete solid
element.

Zatozony model rysy rozmytej umozliwia opis zarysowania w kazdym punk-
cie numerycznego catkowania na trzech kierunkach prostopadtych w przestrzeni
naprezen gtownych. Rysa powstaje wtedy, gdy rozciagajace naprezenie gtéwne jest
wigksze od wytrzymatoSci betonu na rozciaganie. W graficznej reprezentacji wyni-
kow zarysowanie jest przedstawione w postaci okregu widocznego w kierunku
prostopadtym do gtéwnego naprezenia, jak zilustrowano na Rys. 5.

y
A

oznaczenie rysy

punkt numerycznego
catkowania

kierunek naprezen
gléwnych

z

Rys. 5. Oznaczenie zarysowania.
Fig . 5. Cracking sign.

W nastepnej kolejnosci naprezenia styczne do ptaszczyzny pierwszej rysy moga
wywota¢ drugg i trzecig ryse, ktora powstanie w punkcie numerycznego catkowania
w kierunku prostopadtym do wywotujacej ja odpowiedniej sktadowej naprezenia
gltownego. W stanie zarysowania lub zmiazdzenia betonu w elemencie skonczonym
jest dodawana mata wartos¢ sztywnosci dla zachowania rownowagi numeryczne;j.
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2.1.4. Zwiqzki konstytutywne betonu

Macierz sprezystosci [D°] dla materiatu izotropowego jest przedstawiona
W postaci:

1-v, v, v, 0 0
i 1—v, v, 0 0
. v, 1—V€ 0 0 0
E 1—2v
D = c 0 0 0 - 0 0 3
[ } (1+v,)(1-2v) 2 (3)
‘ ¢ 1-2v
0 0 0 0 - 0
2
1-2
0 0 0 0 ot
2

gdzie: £ - modut sprezystosci betonu, v, — wspotczynnik Poissona.

W stanie zarysowania i miazdzenia macierz sztywnosci jest odpowied-
nio dostosowana do charakteru uszkodzenia. W modelowaniu numerycznym,
w ktérym postugujemy sie rozmytym obrazem rys, konieczne jest zastosowa-
nie opisu uwzgledniajacego cechy betonu po powstaniu rys. Powstanie rysy
w punkcie numerycznego catkowania opisuje zmodyfikowana macierz sztywnosci
z wprowadzong ptaszczyzna ostabienia usytuowang w kierunku prostopadtym do
powierzchni rysy. Parametr (3, jest mnoznikiem redukujagcym nosno$¢ na Scinanie
przy obciazeniu wywotujacym poslizg w ptaszczyznie prostopadiej do powierzchni
rysy. Zalezno$¢ miedzy naprezeniem a odksztatceniem dla materialu zarysowanego
w jednej ptaszczyznie jest zapisana w postaci macierzowe;j:

Rt<1+z/c)
— 0 0O 0 0 0
, 1 )
0 < 0 0 0
17110 1—v
E 0 Y. L 9 0 o0
e £ 1—-v 1—v 4
2z f c (4)
1+VC 3
0 0 0 00
0 0 o o L oo
2
0 0 0O 0 0 %

w ktorej indeks ck opisuje macierz sztywnosci w uktadzie wspotrzednych z osig 2,
analogicznym z kierunkiem naprezen gtoéwnych. Interpretacje graficzna modutu
ostabienia R’ i mnoznika sztywnosci strefy rozciaganej w fazie zarysowania T
przy uwzglednieniu naprezen relaksacyjnych po zarysowaniu przedstawiono na
Rys. 3b.

Podczas zamykania si¢ rysy w macierzy [D:k} jest wprowadzony parametr
Scinania 3, :
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1-— v, v, v, 0 0 0
v, 1-— v, v, 0 0
v, v, 1-— v, 0 0
g B g.(1-2v)
[Dc |= (v )20, 0 0 0 5 1 02 0 (5)
0 0 0 0 _2 Ze 0
0 0 0 0 f.{1 ; )

Macierz sztywnosci dla betonu zarysowanego w dwoch i trzech ptaszczyznach
jest postaci:

L 0 0 0
EC

L 0 0 0

EE
0 0 1 0 0 0

D =Elg o o _ 2 0 0 (6)
2(1+v,)
0 0 0 0 b, 0
2(1+Vﬂ)
B

0 0 0 0 2(1—J;V>

a w przypadku, gdy rysy zamykane sg w dwoch i trzech ptaszczyznach to zaleznos¢
jest wyrazona w postaci macierzowej (5).

Rozwarcie lub zamkniecie rysy w punkcie numerycznego catkowania zalezy
od znaku odksztalcenia przy zarysowaniu ¢ . Miazdzenie betonu w punkcie
numerycznego catkowania powstaje, gdy ulega on zniszczeniu przy jednoosiowym,
dwuosiowym lub trojosiowym S$ciskaniu. Miazdzenie w elemencie skonczonym
jest opisane zgodnie z zalozeniami teorii plastycznego ptyniecia jako koncowy stan
procesu ostabienia materiatowego przy Sciskaniu.

2.2. Modelowanie wtasciwosci stali zbrojeniowej

W konstrukcjach betonowych stal jest uzywana w postaci pretow zbrojenio-
wych. Upraszcza to znacznie problem modelu materiatowego stali do jednoosiowego
stanu naprezenia. W obliczeniach numerycznych zatozono model materiatowy stali
zbrojeniowej sprezysto-plastyczny o identycznych charakterystykach przy rozcigga-
niu i Sciskaniu. Na Rys. 6 przedstawiono modele materiatowe stali zastosowane
w analizie konstrukcyjnej ustrojow zelbetowych. Dla plyt stalowych usytuowanych
w miejscach podparcia i przytozenia sity skupionej zalozono model materiatowy
liniowo-sprezysty.
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Rys. 6. Wykresy naprezenie-odksztatcenie dla stali zbrojeniowej zastosowane w analizach mode-
lowych belek zelbetowych: linia 1 — materiat sprezysto — idealnie plastyczny, linia 2 — mate-
riat sprezysto — plastyczny ze wzmocnieniem.

Fig. 6. Stress-strain curve for steel reinforcement used for the analyses’ reinforced concrete beam
models: line 1 — elastic — perfectly plastic material, line 2 — elastic — plastic material with
hardening.

W modelowaniu stali zbrojeniowej zastosowano przestrzenny element
pretowy zilustrowany na Rys. 7, posiadajacy dwa punkty weztowe o trzech stop-
niach swobody.

u

v J/

Rys. 7. Element skoniczony stali zbrojeniowe;j.
Fig. 7. Finite element of the steel reinforcement.

Szescioscienny element skoniczony stali zastosowany do modelowania ptyt na
podporze belki i w strefie przytozenia sity skupionej odpowiada elementowi przed-
stawionemu na Rys. 4.
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3. Metoda analizy

3.1. Modele elementu zelbetowego

W modelowaniu belek zastosowano model zbrojenia dyskretnego w elemencie
betonowym. Siatke przestrzennych elementéw skoniczonych pretéw zbrojeniowych
powigzano z siatkg elementéw skonczonych matrycy betonowej poprzez modelo-
wanie zgodnosci przemieszczen weztow wspolnych obydwu siatek, Rys. 8. Dla tak
dyskretyzowanego ustroju macierz sztywnosci jest suma sztywnosci elementéw
skoficzonych matrycy betonowej i sztywnosci elementéw skonczonych zbrojenia.

element skoficzony materiatu
matrycy betonowej

element skonczony
stali zbrojeniowej

S,

Rys. 8. Polaczenie elementu skoniczonego z betonu z elementem stalowym.
Fig. 8. Connectivity concrete solid and steel link finite elements.

3.2. Warunki brzegowe i obciazenie zastepcze

Warunki brzegowe wprowadzono w dwoch ptaszczyznach symetrii belki. Na
Rys. 9 przedstawiono warunki brzegowe w analizowanych modelach numerycz-
nych.

y y

o
. |
" " X z
ograniczenie b
w kierunku x

h

LA/AA AL

VAN

z

% L %
1 a

Rys. 9. Warunki brzegowe w ptaszczyznach symetrii dla % belki BP-1a.
Fig. 9. Boundary conditions for planes of symmetry use of a % beam BP-1a.

Warunki brzegowe na podporach modelowano jako poziome ptyty stalowe
przekazujace sity wezlowe elementoéw materiatu matrycy betonowej na poprzeczny
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walek stalowy umozliwiajgcy obrot belki w ptaszczyznie zginania. Obcigzenie sita
skupiong F jest przytozone za posrednictwem poziomej ptyty stalowej. Przyjeto
rownomierny rozktad sity w weztach w kierunku poprzecznej osi symetrii plyty
stalowej. Przyktadowe warunki na podporze i w strefie obcigzenia zilustrowano na
Rys. 10.

obciazenie przytozone
_———_ wwezlach ptyty

walec na podporze
z mozliwoscia obrotu
w plaszczyznie (X,y)

Rys. 10. Warunki brzegowe na podporze i w strefie przytozenia obciazenia dla % belki BP-1a.
Fig. 10. Boundary conditions for support and at the loading plate use of a ¥ beam BP-1a.

3.3. Metody numeryczne rozwigzania ukladu rownan rownowagi

3.3.1. Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona przedstawiona graficznie na Rys. 11 jest proce-
sem iteracyjnego rozwigzywania rownan nieliniowych postaci:

] fau}~ (- (£7)
{u}h={u}+{au} .

[KZ.T] - macierz sztywnosci stycznej, i — indeks odpowiadajacy numerowi kroku
przyrostowego, {E”} — wektor wewnetrznych sit weztowych odpowiadajacych
stanowi naprezenia panujacemu w dyskretyzowanym uktadzie.

(7)

Macierz [KTT] i wektor {FZ.'”} obliczono na podstawie wartosci wektora prze-

mieszczenia {uz} .
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Rys. 11. Metoda Newtona-Raphsona.
Fig. 11. Newton-Raphson solution.

3.3.2. Metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym

Metoda spadku adaptacyjnego przedstawiona w pracy Eggerta i in. [7] polega
na zmianie $ciezki rozwigzania w poblizu punktu granicznego i poruszaniu si¢
wstecz wzdtuz siecznej az do szybkiego uzyskania zbieznosci rozwigzania nume-
rycznego.

Macierz sztywnosci w rownaniu Newtona-Raphsona (7) jest opisana jako
suma dwoch macierzy:

(K] = €[k ]+ (1-¢)[K7] ©)

[K g } — macierz sztywnosci siecznej, {K T] — macierz sztywnosci stycznej, ¢ — para-
metr spadku adaptacyjnego.

Metoda polega na uzgodnieniu parametru spadku adaptacyjnego ¢ podczas
iteracji rownowagi. Macierz sztywnosci siecznej jest generowana w metodzie nume-
rycznej w wyniku rozwigzywania nieliniowych zagadnien dotyczacych uplastycz-
nienia materiatu, sztywnosci konstrukcji z duzymi odksztatceniami, zmiazdzenia
betonu z uwzglednieniem naprezen relaksacyjnych po zarysowaniu.

3.3.3. Metoda Crisfielda

W przedstawionej na Rys. 12 metodzie numerycznej dtugosci tuku Crisfielda
rébwnanie (7) uzalezniono od parametru obcigzenia A:
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Rys. 12. Metoda dtugosci tuku Crisfielda [5].
Fig. 12. Crisfield arc-length method [5].

W metodzie tej zmienny parametr obcigzenia A poszukiwany w réwnaniach
rownowagi w procedurze elementéw skonczonych jest wprowadzony z przedziatu

<71, 1> . Réwnanie w posrednim kroku obciazenia jest postaci:
7] ) aa () =+ 80) ) {r) an

A\ — parametr przyrostu obcigzenia.
Na podstawie réwnania (11) poszukiwany wektor przyrostu przemieszczenia
{AU,} ztozony z dwoch sktadowych opisano jako:

{Au}=ar{au}+{au} (12)

{A“i] } — wektor przyrostu przemieszczenia wywotany jednostkowym parametrem

obcigzenia, {AulH } — wektor przyrostu przemieszczenia w metodzie Newtona-Ra-
phsona.

Parametr przyrostu obcigzenia A\ okre$lono wg réwnania dtugosci tuku:
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P=ax+ 5 (A} {Ag ) (13)

f - parametr skalowania, Au - suma przyrostow przemieszczenia Au, w bieza-
cym kroku iteracyjnym.

Obliczenia parametru A\ przeprowadzono w oparciu o zasade prostopadto-
Sci:

T — {Aun }T {Auiﬂ}

B gaN +{au } {au'}

(14)

7, — niezrownowazony parametr otrzymywany w wyniku skalarnego mnozenia
wektora normalnego i stycznego.

4. Doswiadczenia numeryczne belek zelbetowych z betonu
o wysokiej wytrzymalosci

W numerycznych modelach przestrzennych belek zelbetowych z betonu wyso-
kiej wytrzymatosci zastosowano wymiary elementoéw oraz wtasciwos$ci materiatow
jak dla wolnopodpartych belek prostokatnych BP-1a, BP-1b badanych przez Kamin-
ska. Wszystkie elementy wykonano z betonu o wytrzymatosci f, = 70-80 MPa.

Wymiary i przekr6j poprzeczny belek wraz z uktadem zbrojenia i schematem
obcigzenia przedstawiono na Rys. 13.
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F F
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Rys. 13. Wymiary i przekroj poprzeczny belek BP-1 wraz z uktadem zbrojenia i schematem obcia-
zenia.

Fig. 13. Dimensions and cross-section of BP-1 beams with reinforcement and loading arrange-
ments.
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Wtasciwosci materiatéw konstrukcyjnych ustalone doSwiadczalnie przez
Kaminskg okreslajg nastepujace parametry modeli konstytutywnych podane
w kolejnosci dla belek BP-1a, BP-1b:

BETON WYSOKIE] WYTRZYMALEOSCI

* wytrzymatos$¢ na sciskanie w jednoosiowym stanie naprezenia f, = 81,2 MPa,
72,8 MPa,

* modut sprezystosci E_= 35300 MPa, 34000 MPa,

e wytrzymato§¢ na rozciaganie w jednoosiowym stanie naprezenia
f,= 5,23 MPa, 4,73 MPa,

* wspotczynnik Poissona v = 0,15,

e gestos$¢ betonu P, = 2600 kg/m?,

e graniczne odksztalcenia w fazie wzmocnienia sprezysto-plastycznego
€= 6 %o,

e graniczne odksztatcenia w fazie ostabienia €., = 12 %o,

® parametr no$nosci na Scinanie dla rozwarcia rys 3, = 0,5,

cu

* parametr no$nosci na Scinanie dla zamknigcia si¢ rys 3 = 0,99.

STAL ZBROJENIOWA

e modut sprezystosci dla ¢ 10 ze stali A-IIl £ = 194 GPa, dla ¢ 6 ze stali A-II
E_ =201 GPa,

e granica plastycznosci dla ¢ 10 ze stali A-IIT f,= 420 MPa, dla ¢ 6 ze stali A-II
[ =353 MPa,

e wytrzymato$¢ stali na rozciaganie i Sciskanie dla ¢ 10 ze stali A-III
f,=624 MPa, dla ¢ 6 ze stali A-II f, =466 MPa,

e graniczne odksztatcenia w zakresie plastycznosci dla ¢ 10 ze stali A-III
g, =116 %o, dla ¢ 6 ze stali A-1I €, =75 %o,

e modut odksztatcenia plastycznego dla ¢ 10 ze stali A-IIl £, = 1792,1 MPa,
dla ¢ 6 ze stali A-Il E, = 1542,8 MPa,

* wspoéltczynnik Poissona v, = 0,3,

e gesto$c¢ stali £, = 7800 kg/m?.

STAL PEYT PODPOROWYCH I PEYT PRZEKAZUJACYCH OBCIAZENIE
* modut sprezystosci £ =210 GPa,

* wspoélczynnik Poissona v, = 0,3,

e gestosc stali £, = 7800 kg/m?.

Uwzgledniajac podtuzng symetrie elementu, modelowano % belki o dtugosci
1700 mm, szerokosci 150 mm i wysokosci 300 mm. Na Rys. 14 przedstawiono
podziat belek BP-1a i BP-1b na elementy skoficzone z zaznaczonymi punktami
obserwacji zmian przemieszczenia i odksztatcenia.
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element plyty stalowej
element betonowy w miejscu przylozenia

20x25x 25 BP-1a obciazenia: 20 x 25 x 20

—

element plyty stalowej na
podporze: 20 x 25 x 20

Rys. 14. Podziat belek BP-1 na elementy skonczone z oznaczonymi punktami obserwacji zmian
przemieszczenia i odksztatcenia.

Fig. 14. FEM discretization for BP-1 beams with appointed items of observation of variations
deflection and strain.

4.1. Wyniki doswiadczen numerycznych

4.1.1. Analiza stanu zarysowania

Na Rys. 15 przedstawiono zestawienie obrazu rzeczywistego zarysowania dla
catej belki z numerycznym obrazem rys rozmytych dla lewej potowy belki przy tym
samym poziomie obciazenia.

F=23kN

®® @000@@@0@
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BP—1q
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Metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym [N-R ad]

Metoda dtugosci tuku Crisfielda [A-L]

P
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Rys. 15. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belek BP-1.
Fig. 15. Experimental and numerical of crack patterns for BP-1 beams.

Otrzymane wyniki numeryczne obszaréw zarysowanych sg jakosciowo zgodne,
co do usytuowania, kierunku i koncentracji z wynikami doSwiadczalnymi, przy
czym zaobserwowano nieznacznie wigksze obszary rys w kierunku podpory w przy-
padku wynikéw numerycznych. Zardwno w belkach modelowych, jak i do§wiad-
czalnych o niskim stopniu zbrojenia BP-1a na odcinku czystego zginania uktad
glownych rys doktadnie pokrywa si¢ z ukitadem strzemion. Ponadto uzyskane
numerycznie obrazy rys rozmytych potwierdzaja tendencje o ksztattowaniu sie
rys zbiorczych w elementach z betonu o wysokiej wytrzymatosci, zaobserwowana
robwniez w badaniach doswiadczalnych, ktoére praktycznie uniemozliwiajg ustale-
nie $redniego rozstawu pomiedzy rysami. W wyniku braku strzemion w modelo-
wych, jak i do§wiadczalnych belkach BP-1b o niskim stopniu zbrojenia na odcinku
czystego zginania uktad rys jest przypadkowy.
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Numerycznie obrazy rys rozmytych uzyskane przy wykorzystaniu metody
dtugosci tuku Crisfielda najlepiej odzwierciedlajg rzeczywisty obraz zarysowania.
Niedoktadnosci w obszarach rys, zwigzane z ich znacznym zageszczeniem, mozna
prawdopodobnie wyeliminowa¢ poprzez redukcje minimalnego kroku przyrostu
obcigzenia, co rownoczesSnie spowoduje znaczne wydtuzenie czasu trwania obli-
czen numerycznych. Niewatpliwie tak uzyskane wyniki bedzie charakteryzowac
wiegksza doktadnos¢, gdyz zostang uwzglednione wszystkie fazy pracy zginanych
belek zelbetowych, poprawiona bedzie lokalizacja rys pierwotnych z rownoczesnym
uzyskaniem waskich obszaréw rys rozmytych we wszystkich etapach obcigzenia.

4.1.2. Analiza stanu odksztalcenia i naprezenia

Do obserwacji zmian odksztatcenia betonu w zaleznosci od obcigzenia przyjeto
punkt na goérnej krawedzi w przekroju srodkowym belek BP, natomiast do rejestracji
zmian odksztatcenia stali w zaleznosci od obcigzenia przyjeto punkt w poziomie
preta podtuznego w strefie rozcigganej w przekroju srodkowym belek, Rys. 14. Na
Rys. 16 przedstawiony jest rozwoj odksztatcen skrajnych widkien strefy Sciskanej
betonu w §rodku doswiadczalnych belek BP i w ich modelach numerycznych.

Metoda N-R ad Metoda A-L
BP-1a

F [kN]

324
281
24

Kamifiska

20

F[kN]
F [kN]

&, [%o] & [%o0]

Rys. 16. Poréwnanie rozwoju odksztatcen skrajnych wtokien strefy Sciskanej betonu w srodku
belek BP-1.

Fig. 16. Comparison of development of strain in extreme fibres of the concrete compression zone
for BP-1 beams at midspan.
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Z kolei na Rys. 17 prezentowane sg wykresy zaleznoSci odksztatcenia preta
podtuznego strefy rozcigganej w funkcji obcigzenia F w srodku eksperymentalnych
belek BP i w ich modelach numerycznych. W przypadku krzywych doswiadczalnych
belek BP-1 przedstawiono réwniez gatezie odcigzenia elementu zarejestrowane
w chwili wyczerpania mozliwosci stanowiska badawczego do dalszego odksztatca-
nia sie elementdéw o niskim stopniu zbrojenia.

Metoda N-R ad Metoda A-L
BP-1a
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= Kaminska =)
& [%o]
BP-1b
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Rys. 17. Poréwnanie rozwoju odksztatcenn preta podiuznego strefy rozcigganej w Srodku belek
BP-1.

Fig. 17. Comparison of development of strain in longitudinal bar of the tension zone for BP-1
beams at midspan.

Wykresy obcigzenie-odksztatcenie stali zbrojeniowej w Srodku belki charak-
teryzujg sie zgodnym przebiegiem z krzywymi eksperymentalnymi. W obszarze
zachowania liniowo-sprezystego odksztatcenia preta podtuznego okres§lone nume-
rycznie sa prawie identyczne z pomierzonymi doswiadczalnie. Niezgodnosci pomie-
dzy wynikami numerycznymi i doswiadczalnymi dla betonu Sciskanego i zbrojenia
rozciagganego obserwuje sie w fazie sprezysto-plastycznej pracy belki po zarysowa-
niu betonu, a nastepnie po uplastycznieniu zbrojenia. Na wykresach otrzymanych
w wyniku obliczen numerycznych metodg dtugosci tuku [A-L] widoczny jest
charakterystyczny nieznaczny spadek obcigzenia w chwili powstania pierwszych
rys. Wyraznie widoczne jest zalamanie wykresow zwigzane z uplastycznieniem
zbrojenia rozcigganego.



26 Piotr Smarzewski

4.1.3. Analiza nosnosci i stanu przemieszczenia

Na Rys. 18 zilustrowano poréwnania nieliniowych zaleznosci obcigzenie-
przemieszczenie pionowe w Srodku belek otrzymane w analizach numerycznych
i doswiadczeniach.

W obszarze naprezen sprezystych i po zarysowaniu modelowa belka charakte-
ryzuje si¢ prawie taka samg sztywnoscia jak belka eksperymentalna, gdyz w beto-
nie o wysokiej wytrzymatosci tworzy sie mniej mikrorys, co przejawia sie¢ bardziej
gwattownym pekaniem.

Metoda N-R ad Metoda A-L
BP-1a
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Rys. 18. Poréwnanie zaleznosci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obcigzenia.
Fig. 18. Comparison of relationship load-deflection at midspan for beam.

Drobne réznice dotycza wartosci obcigzenia rysujacego i fazy powstania upla-
stycznienia stali zbrojeniowej. Na wykresie obcigzenie-przemieszczenie faza upla-
stycznienia zbrojenia opisana jest standardowo, przez nagte zmniejszenie sztyw-
nosci belki. Zastosowane metody przyrostowo-iteracyjne: zarowno technika usta-
lania spadku adaptacyjnego (N-R ad - adaptive descent), jak i dtugosci tuku Cris-
fielda (A-L — arc-length) daja zadowalajace wyniki numeryczne, jakosciowo zgodne
z wynikami eksperymentow.

Ostatnio przeprowadzane badania belek zelbetowych przy wykorzystaniu
precyzyjnej aparatury pomiarowej [12] dowodza, ze skutki peknie¢ belki w strefie
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rozciagganej nie s3 kompensowane przez sprezyste wilasciwosci stali i plastycz-
no$¢ betonu w strefie Sciskanej. W zwigzku z tym na krzywej zaleznosci obcig-
Zenie-ugiecie obserwowane sg efekty ostabienia w postaci gwattownych spadkow
obcigzenia. Takie efekty w obliczeniach numerycznych uzyskano przy zastosowaniu
algorytmu obliczeniowego Crisfielda umozliwiajacego wygenerowanie kompletnej
Sciezki rozwiazania z lokalnymi spadkami sztywnosci i globalnym ostabieniem
konstrukcji. Ponadto algorytm ten charakteryzuje duza efektywnos$¢, a zmienny
krok przyrostu obcigzenia i prawidtowo dobrane parametry dtugosci tuku gwaran-
tuja znaczne skrocenie czasu obliczen i uzyskanie bardzo doktadnego rozwigzania
numerycznego.

5. Wnioski z doswiadczen numerycznych

5.1. Wnioski dotyczace analizy zachowania belek zelbetowych

1. Obliczenia numeryczne wykonano dla sprezysto-idealnie plastycznego modelu
stali zbrojeniowej oraz sprezysto-kruchego modelu betonu z ostabieniem przy
rozciaganiu. Natomiast przy Sciskaniu wykorzystano autorska propozycje sprezy-
sto-plastycznego modelu betonu z wytrzymatoscia resztkows.

2. Zachowanie numerycznych modeli belek Zelbetowych opisywane zaleznoscia
obcigzenie-ugiecie w Srodku rozpietosci wskazuje na bardzo dobrg zgodnosc
z wynikami doswiadczalnymi w catym zakresie obcigzenia. Z eksperymentéw
numerycznych przeprowadzonych dla belek zelbetowych wynika zaleznos¢
wytezenia konstrukcji od stopnia zbrojenia i sposobu jego rozktadu w materiale
matrycy betonowej w catym zakresie pracy konstrukcji.

3. We wszystkich przypadkach r6znice pomiedzy obcigzeniami granicznymi uzyska-
nymi w obliczeniach numerycznych a wynikami doSwiadczalnymi nie przekra-
czajg 5%. Najmniejszy rozrzut wynikow jest charakterystyczny dla belek rozwia-
zywanych metodg dtugosci tuku Crisfielda.

4. W przedstawionych zestawieniach rzeczywistych obrazéw zarysowania belek
zelbetowych z numerycznymi obrazami rys rozmytych przy tych samych pozio-
mach obcigzenia obserwowana jest bardzo dobra zgodnos¢ wynikéw. Schematy
zarysowania uzyskane w rozwigzaniu numerycznym jakosciowo dobrze odpo-
wiadaja opisom mechanizmu zniszczenia w belkach doswiadczalnych. Model
rysy rozmytej jest odpowiednim modelem numerycznym dla obrazowania
mechanizmu zniszczenia zginanych belek zelbetowych w strefach zarysowania
i miazdzenia. Ponadto jest szczegélnie atrakcyjny dla projektantéw w sytuacji,
gdy wymagane jest doktadne ustalenie ugiecia elementu konstrukcyjnego dla
zadanego obcigzenia.

5. Numeryczne modele belek charakteryzuja sie nieznacznie wigksza sztywnoscia
od belek doswiadczalnych. Wigksza sztywnos$¢ numerycznego modelu belki jest
najprawdopodobniej wywotana przez kilka czynnikéw, m.in.: (1) homogenicz-
nos$¢ modelu konstytutywnego betonu nie uwzgledniajacego wszystkich efek-
tow fizycznych zwigzanych z procesami mikrozarysowania i rozwoju dyslokacji
w ptaszczyznach styku ziaren kruszywa i stwardniatego zaczynu cementowego,
(2) zatozenie idealnej przyczepnosci pomiedzy betonem i stalg zbrojeniowa
w modelu numerycznym belki w weztach wspdlnych siatki podziatu elementow
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materiatu matrycy betonowej i stali zbrojeniowej, nie uwzglednienie efektu kloc-
kujacego w pretach stalowych, przyczepnosci w styku, poslizgu zbrojenia.

5.2. Wnioski dotyczace modelowania belek zelbetowych

1. W modelowaniu belek zelbetowych powinny by¢ stosowane uproszczenia zapew-
niajace efektywnos$¢ uzyskania rozwigzania: (1) wykorzystanie symetrii elemen-
tow konstrukcyjnych, (2) lokalizowanie elementéw skoniczonych stali zbrojenio-
wej zgodnie z siatka podzialu elementéw skonczonych materiatu matrycy beto-
nowe;j.

2. Modelowanie plyt stalowych w miejscach podparcia i przytozenia obcigzen
skupionych odzwierciedla warunki rzeczywiste i jest podstawowym czynnikiem
zapewniajacym zgodnosci wynikéw numerycznych z wynikami dos$wiadczal-
nymi.

3. Modele numeryczne elementéw zelbetowych uwzgledniajace fizyczne nieli-
niowosci materiatdbw sa podatne na numeryczne niestabilno$ci rozwigzania.
W kazdym elemencie skonnczonym moze powstaé stan zarysowania lub zmiazdze-
nia w o$miu punktach numerycznego catkowania na trzech kierunkach prosto-
padilych. W tych przypadkach w elemencie zmiazdzonym lub zarysowanym
w kierunku prostopadlym do ptaszczyzny powstania rysy jest wprowadzony
parametr sztywnosci o matej wartosci w celu zachowania rownowagi numerycz-
nej w elemencie skonczonym.

4. Rzad rozwigzania odpowiada analizie duzych odksztatcen. W wyniku uwzgled-
nienia nieliniowych efektow geometrycznych w belkach zelbetowych otrzymano
lepsza zgodno$¢ wynikéw numerycznych z doswiadczalnymi, wyraZznie dostrze-
galna w fazie po uplastycznieniu stali zbrojeniowe;j.

5. W poczatkowym etapie modelowania nalezy ustalic sposéb podziatu na
elementy skonczone i zbada¢ zbiezno$¢ rozwigzania. W analizach nieliniowego
zachowania numerycznych modeli konstrukcji zelbetowych zbyt drobna siatka
moze powodowac¢ numeryczne niestabilnosci. Z drugiej jednak strony przyje-
cie zbyt duzej siatki moze skutkowaé uzyskaniem niedokitadnych wynikow.
W betonie, w chwili powstania rysy lub grupy rys ich dtugo$¢ w wielu przypad-
kach jest wigksza od maksymalnego wymiaru kruszywa. W zwigzku z powyzszym,
wymiary elementu skonczonego materiatu matrycy betonowej powinny by¢ co
najmniej dwa, trzy razy wieksze od maksymalnego wymiaru ziarna kruszywa
w celu uzyskania poprawnego i realnego modelu zarysowania rozmytego.

6. W analizie nieliniowego zachowania belek zelbetowych nalezy przyja¢ parametr
wzmacniajacy zarysowany element betonowy po zarysowaniu. Dla rys zamknie-
tych wartos¢ przyjetego parametru powinna by¢ nieznacznie mniejsza lub réwna
1, a dla rys otwartych powinna by¢ dobrana z przedziatu od 0,05 do 0,5.

7. W obliczeniach do rozwigzywania zagadnien niesprezystych wykorzystano r6zne
metody numeryczne. Trudnosci w otrzymaniu rozwigzania zbieznego obserwo-
wano przy sterowaniu obcigzeniem i zatozeniu zbyt duzych przyrostow obciagze-
nia. Pozytywnie zweryfikowano przydatnos¢ zastosowania metody diugosci tuku
w analizach przestrzennych modeli belek zelbetowych przy uwzglednieniu osta-
bienia odksztalceniowego konstrukcji przy Sciskaniu i zesztywnienia przy rozcia-
ganiu. Uzyskano kompletne S$ciezki obcigzenie-przemieszczenie wykazujace
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potwierdzone doswiadczalnie lokalne ostabienie konstrukeji zelbetowej. Otrzy-
many ciagliwy opis zniszczenia belek Zelbetowych jest charakterystyczny przy
niskim stopniu zbrojenia.

8. W analizie nieliniowego zachowania belki zelbetowej, catkowite obcigzenie przy-
fozone w modelu powinno by¢ podzielone na okreslong liczbe matych przyro-
stow obcigzenia w charakterystycznych fazach pracy belki Zelbetowej: powstawa-
niu rys, uplastycznieniu stali zbrojeniowej, przy osigganiu granicznej no$nosci.
Zastosowanie zmiennej wartosci przyrostu obcigzenia w poszczegolnych fazach
pracy belki zapewnia poprawe zbieznosci rozwigzania i skraca czas wykonania
obliczenr numerycznych.
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reinforced high-strength concrete beams
with low reinforcement ratio
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Abstract: Numerical modelling of flexural behavior of the reinforced high-
strength concrete beams with low reinforcement ratio is discussed in this paper.
Modelling mechanism of failure reinforced concrete beams under static load, static
deformation processes of the reinforced high-strength concrete beams with regard
to the physical nonlinearities of the structural materials (i.e. concrete and reinforce-
ment steel) were developed using finite element analysis. The comparison of the
numerical and experimental results as well as theoretical solutions, were presented.
The compared results indicate correctness of the constitutive models of the structural
materials: concrete and reinforcing steel and effectiveness of the solution method.
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