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Streszczenie: W artykule zaprezentowano rozwigzanie analityczne przeptywu dys-
persji cementowej w prostoliniowych przewodach cylindrycznych, jako cieczy nieliniowo
plastycznie lepkiej na tle innych modeli reologicznych. Przeprowadzone obliczenia rozktadu
ci$nienia ttocznego oraz zasiggu przeptywu wskazuja na konieczno$¢ uwzgledniania oporow
natury tarciowej w analizie przeptywu mieszanki cementowe;j.
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1. Wprowadzenie

Problematyka modelowania przeptywu dyspersji cementowych ma istotne praktyczne
znaczenie w wielu inzynierskich zastosowaniach, takich jak naprawy iniekcyjne elementow
konstrukcyjnych, iniekcyjne wzmacnianie gruntow, czy wypehianie kanatéw w elementach
kablobetonowych. Prace te naleza do trudnych, mi¢dzy innymi ze wzglgedu na zasadniczy
brak mozliwosci poprawienia zle przeprowadzonej proby. Dlatego prace te wymagaja juz
na etapie ich projektowania dobrego rozeznania mozliwych do osiagnigcia efektow. W tym
celu od dawna podejmowane sg proby ujecia zagadnienia przeptywu cieczy dyspersyjne;j,
zarowno analityczne (przyktadowo: [1, 2]), jak 1 z wykorzystaniem metod numerycznych
[3, 4]. Aktualnie zaréwno jedne jak i drugie dalekie sa jeszcze od doskonatosci, jakkolwiek
widoczny jest staly postep w tej dziedzinie.

2. Modele reologiczne dyspersji cementowej

Podstawowym zagadnieniem w modelowaniu przeptywu jest przyjecie prawidlowe-
go modelu reologicznego zaczynu cementowego, uwzgledniajagcego jego dyspersyjny cha-
rakter. W skondensowanej zawiesinie poszczegodlne ziarna cementu oddzialywujg na siebie
nawzajem w punktach stykow, gdzie pojawiajg sig¢ sity elektrostatyczne Coulomba oraz sity
van der Waalsa o charakterze przyciagajacym. Wskutek oddziatywan elektrostatycznych na
powierzchniach ziaren cementu tworzy si¢ tzw. elektryczna warstwa podwdjna, odpowie-
dzialna z kolei za powstawanie sit o charakterze odpychajacym. W wyniku interakcji tych
oddziatywan, a takze pojawiajacych sig¢ sit kapilarnych wytwarza si¢ stan rownowagi, przeja-
wiajacy si¢ powstaniem struktury o pewnej wytrzymatosci, okreslanej jako granica $cinania
(ptynnosci) 7. Po jej przekroczeniu dyspersja ulega odksztalceniom postaciowym charak-
terystycznym dla ptynow. Towarzyszg tym odksztatceniom opory przeptywu, ktoérych miarg
Jest lepko$¢ plastyczna 77,,,.
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Charakter reologiczny zawiesiny cementowe;j jest zlozony, i jak wskazuja liczne wy-
niki badan — do$¢ niejednoznaczny. Na podstawie obszernych danych dostepnych w lite-
raturze, w tym w monografiach polskoj¢zycznych [5, 6] mozna przyjac¢ przedstawiony na
Rys. 1 plastycznie lepki model przeptywu z wyrazng nieliniowos$cia, obserwowang zwlasz-
cza w przypadku zaczyndow o wigkszych zawarto$ciach fazy statej. Granica ptynnosci 7,
odczytywana jest jako punkt przecigcia krzywej ptynigcia z osig napr¢zen, natomiast lepkosc¢
plastyczna jest tangensem kata nachylenia prostej (lub odpowiednio: stycznej do krzywe;j
w danym punkcie) do osi poziomej. Warto zauwazy¢, ze wyznaczone w ten sposob para-
metry reologiczne moga przyjmowac rézne wartosci, w zaleznosci od przyjetego modelu
reologicznego.
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Rys. 1. Charakter ptynigcia zaczynu cementowego na przykladzie wynikéw badan wiasnych. Linia
przerywana i ciggta oznacza odpowiednio: aproksymacje¢ liniowa i nieliniowa wynikow badan

Model liniowy opisany jest rownaniem reologicznym Binghama:

T=T+ 1, s @.1)

zawierajagcym oba podstawowe parametry reologiczne. Ze wzglgdu na swoja prostote
oraz dobrg doktadnos¢ jest on chetnie przyjmowany do opisu przeptywu zaczyndéw cemento-
wych. Uwzglednienie nieliniowosci krzywej ptyni¢cia wymaga wprowadzenia dodatkowego
parametru, opisujacego zmiennos¢ lepkosci przy wzroscie predkosci $cinania. W niniejsze;j
pracy przyjeto do dyskusji model wyktadniczy, w postaci rownania:

- n

T=Tg+1, 7" . (2.2)

3. Modelowanie oporow przeplywu natury tarciowej

W przypadku cieczy niedyspersyjnych, o oporach ptynigcia stanowi (dla ptyndéw nie-
newtonowskich) granica $cinania 7, oraz lepko$¢ 7. Opis ten odzwierciedla wystepowanie
oporéw odpowiednio natury spojnosciowej 7.1 lepkoéciowej z,. Autor pracy [7] zauwaza,
ze ciecze dyspersyjne cechujg si¢ ponadto wystepowaniem oporéw natury tarciowej 7,
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wystepujacych na stykach wzajemnie przemieszczajacych si¢ wzglgdem siebie czastek sta-
tych. Sumaryczny opdr $cinania mozna wigc zapisa¢ w postaci:

T=T,+7,+7, (3.1)
W zaczynie cementowym, na ziarnach czastek statych tworzy si¢ warstewka zaadsor-
bowanej wody wykazujacej wlasciwosci sprezyste wskutek panujacego w niej podwyzszo-
nego cisnienia. Przyjeto w dalszych rozwazaniach mechanizm powstawania oporow tarcio-

wych w stykach ziaren cementu w otoczkach wodnych, sptaszczanych wskutek panujacego
cisnienia tlocznego, jak to zilustrowano na Rys. 2.
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Rys. 2. Mechanizm powstawania oporow tarciowych w mieszance cementowej

Zgodnie z analizg prowadzong w [ 7], wielko$¢ oporoéw tarciowych z;zalezy od wielko-
$ci powierzchni stykow czastek stalych w plaszczyznie $cinania, wielkosci napre¢zen normal-
nych w tej ptaszczyznie oraz kata tarcia wewnetrznego, wedtug zaleznosci

Tp=0-m-1gQ, 3.2)

w ktoérej o jest naprezeniem normalnym w plaszczyznie $cinania, ¢ jest katem tarcia
wewnetrznego, m — stosunkiem pola powierzchni styku ziaren do calej powierzchni Scigcia.
Zaktadajac, ze naprezenia normalne w ptaszczyznie §cinania sg proporcjonalne do wielkosci
ci$nienia osiowego p, ze wspotczynnikiem rozporu bocznego A, mozna zapisaé

Ty=Ap-m-ige. 3.3)

W dalszej czeSci artykutu iloczyn parametrow opisujacych stan struktury mieszanki
zostanie zastgpiony stalg k, stad

ty=k-p, (3.4)

gdziek=A4-m-tgp.
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4. Przeplyw w kanalach cylindrycznych

Rozktad napr¢zen w przekroju kanatu kotowego wyznacza si¢ rozpatrujac walcowy
fragment cieczy w przewodzie ttocznym i ustalajac warunki rownowagi (Rys. 3)
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Rys. 3. Schemat wyznaczania rozktadu napre¢zen stycznych w kanale ttocznym o przekroju kotowym,
rozktad naprezen stycznych i profil predkosci

Punktem wyjscia do dalszych rozwazan jest ogolne rownanie przeptywu w kanale
o przekroju kotowym, pozwalajace na znalezienie natezenie przeptywu QO

T
z-D>
0=""[ /() ar, @.1)
Ty
gdzie r,, = —d—p2
d 4

W powyzszym réwnaniu posta¢ zaleznosci funkcyjnej f(z) uzalezniona jest od przy-
jetego modelu reologicznego cieczy, pozostate wielkosci pokazano na Rys. 3. Rozwigzanie
powyzszego rownania umozliwia okreslenie rozktadu cisnienia ttocznego wzdtuz kanatu,
a w rezultacie takich istotnych wielkosci jak np. zasigg tloczenia L. W pracy [8] przedsta-
wiono sposob przyblizonego rozwigzania rownania przeptywu dla modelu liniowego ciata
plastycznie lepkiego (Binghama) oraz rownania koncowe:

— model liniowy bez uwzglgdniania oporéw tarciowych:

16(677,, - v, + D7) ;

ci$nienie wzdtuz kanatu  p(/)= P, - D2 4.2)
zasieg tloczenia L= 31§P0 (4.3)
To
— model liniowy z uwzglednieniem oporéw tarciowych:
cisnienie wzdtuz kanatu
1 6 * VS’F 1 6 N Vj:,, _@'l
p(l) = —;{ro + %ITJ + (Po + ;[ro + %ITD e 3D (4.4)
D Bk
zasieg tloczenia L= 3—~1n 0~ 411 4.5)
16k 7

Powyzsze wyniki przyblizone uzyskano przyjmujac dodatkowe zalozenie, ze wielko$¢
ﬁ jest mata i w konsekwencji mozna jg zaniedbac.

W niniejszej pracy powyzsze zalezno$ci zostaty wyprowadzone dla bardziej ogolnego
modelu nieliniowo plastycznie lepkiego z uwzglednieniem opordéw tarciowych. Szczegodto-
we rozwigzanie zostalo przedstawione ponizej
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Roéwnania konstytutywne sg postaci:

d n
T=1 47, (d—:) , gdyT>T, (4.6)
d
_V=0, gdyt<t. 4.7
dr

gdzie w celu uproszcezenia zapisow przyjeto 7, =7, + 7 .. Funkcja f(7) z rébwnania (4.1)
jest wiec postaci: ’

f(r)= [T_T‘Jn r>7 (4.8)

D '
0= [ -r ). (4.9)
877}71” Ty 7

Klasyczne metody rachunku catkowego daja nastgpujacy wynik:

Irz(r—rl)%dr = n(f—r1 )L[le(f_rl)+ 2T1(T_Tl)2 + (T_Tl)3 ] (4.6)

n+l1 2n+1 3n+1

Uwzgledniajgc te rachunki w (4.9) uzyskuje si¢ zaleznosc:

nxD?
Dt ~B(%Wj, (4.10)

8Gn+
gdzie:

1 2n 5 2n? 3

B(x)=1- X - x° - X,
2n+1) (r+D)Q2n+1) (n+1D)(2n+1)

(4.11)

Przyjmujac zalozenie, ze wielkos¢ :—1 jest wielko$ciag mata otrzymuje si¢ w konse-
kwencji, ze B ~1, a stad przyblizong warto$é natezenia przeptywu:

nD?
— N (4.12)

8Gn+ 1),
D’ .
I Laczac dwa powyzsze wzory

Z réwnania ciggtosci przeptywu wynika, ze Q = v,,
mozna otrzymac zwigzek:

1
2B@n+1)v, "
N e G\ n;"””’ , (4.13)
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skad, po uwzglednieniu wzoréw na 7,1 7,, mozna uzyska¢ rOwnanie

2P i kp=-4A, (4.14)

vy 2" Gn+1)"n,,

gdzie: 4 =1, + D

Rozwigzaniem ogodlnym otrzymanego rownania rozniczkowego z warunkiem poczat-
kowym p(0) = F jest funkcja

L

p(l)=—%+(P0+%j~e D (4.15)

Po uwzglednieniu warunku brzegowego p(L) =0 oraz v, =0 w chwili zastopowania
przeptywu obliczamy zasieg ttoczenia:

=D fok ] (4.16)
4k 7

W wyniku przyjecia okreslonego modelu reologicznego uzyskuje si¢ rozne postacie
rownan przeptywu, a co za tym idzie, pojawiajg si¢ rdznice w przewidywanych wynikach
procesu przeptywu. Jak wynika z otrzymanych wzorow, zasieg przeptywu L zalezy tylko od
jednego z podstawowych parametrow reologicznych, tj. od granicy $cinania t,. Taka sytuacja
ma miejsce w kazdym z analizowanych przypadkéw, co potwierdza spostrzezenia zawarte
w pracy [9].

5. Dyskusja rozwigzania rownania przeplywu

W omoéwionych w poprzednich rozdziatach modelach, nat¢zenie przeptywu wyrazone
jest w skomplikowany sposob, co nie pozwala na latwe wyznaczenie cisnienia ttoczenia dys-
persji cementowej. Przyjmowano wicc dodatkowe zalozenia upraszczajace rownania mode-
lowe, dzigki czemu uzyskane zostaly wyniki dotyczace samego cisnienia (wzory (4.2), (4.4),
(4.15)), jak i zasiggu tloczenia (wzory (4.3), (4.5), (4.16)).

Warto jednak zauwazyc¢, ze z samego zalozenia upraszczajacego rownania mode-
lowe mozna wyprowadzi¢ pewne wnioski dotyczace ci$nienia i zasi¢gu tloczenia zawiesiny
cementowe;. 7

Przyjecie zalozenia, ze wielkos¢ —— jest mata prowadzi do prostego rownania roznicz-
w

1 _ . . . . .
kowego. Ktadac 7, € oraz stosujac wzory na 7, i 7,, mozna otrzyma¢ rownanie

——+kp=—1,. (5.1)
Latwo zaobserwowac, ze rownanie (5.1) ma podobny charakter jak rownanie (4.14).

Rozwigzaniem tego réwnania z warunkiem poczatkowym p(0) = F, jest

4k

T T -
N=-eO | p 50| o 52
r() X (0 kje (5.2)
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Wida¢ wigc, ze rozwazanie przyblizen dla konkretnych modeli przeptywu dyspersji
cementowej prowadzi do ,,uszczegdtowienia” funkcji bedacej rozwigzaniem réwnania prze-
ptywu, tj. uwzglednienia innych parametrow wystepujacych w modelu (v, , 77,,).

Ze wzoru (5.2) mozna uzyska¢ wielko$¢ zasiegu tloczenia. Mianowicie, z warunku
p(L) =0 wynika, ze

eD P -k
L=""1In|1+2=. .
4k ( To ] ©-3)

Nalezy zaznaczy¢, ze wyniki uzyskane w tym rozdziale nalezy traktowaé jako bar-
dzo zgrubne oszacowania, jednakze pokrywajace si¢ swa postacig z wynikami omawianymi
w rozdziale 4.

6. Analiza liczbowa rownan przeplywu

Poréwnanie wynikoéw obliczen uzyskanych na podstawie przedstawionych réwnan
przeptywu przeprowadzono przyjmujac nastepujace wielkosci:

— parametry technologiczne: P, =0,4 MPa, D =2,0 mm, v, = 0,05 m/s;

— parametry reologiczne: 7,=13,0 Pa, = 0,15 Pa-s, n=0,5 MPa;

— parametry tarciowe: A=0,94, tgp= 0,03, m = 0,043.

Poszczegdlne dane do obliczen zostaty okreslone na podstawie wlasnych badan do-
$wiadczalnych (parametry reologiczne) danych literaturowych (tarciowe) oraz praktycznych
zastosowan iniekcji ciSnieniowej (parametry technologiczne).

Zmiana ci$nienia ttocznego p na dlugosci kanatu / oraz zasigg tloczenia L, obliczone na
podstawie trzech przedstawionych w rozdziale 4 rownan przeptywu, zostaty przedstawione
na Rys. 4.
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Rys. 4. Poréwnanie wynikow obliczen zmian ci$nienia ttocznego p oraz zasiggu ttoczenia L, dla trzech
modeli reologicznych
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Nieuwzglednianie oporow tarciowych w klasycznym modelu Binghama skutkuje uzy-
skaniem nadmiernie duzych — w stosunku do obserwowanych w praktyce — warto$ci zasiggu
tloczenia. Blizsze rzeczywistym mozliwosciom dyspersji cementowych sg wyniki obliczen
uzyskane na podstawie modeli, ktore uwzgledniajg tarciowe opory przeplywu. Wystgpowa-
nie mniejszych opordéw przepltywu przewiduje model nieliniowy, uwzgledniajacy obserwo-
wane w rzeczywistosci zjawisko tzw. rozrzedzania $cinaniem, a wigc zmniejszanie si¢ war-
tosci lepkosci w trakcie ptynigcia. Efekt ten ma kilka przyczyn: po pierwsze przy $cinaniu
zachodzi efekt uwalniania si¢ wody btonkowej, zwigkszajac ilos¢ wody wolnej, po drugie
nastgpuje orientacja wzdtuz linii przeptywu poczatkowo bezltadnie utozonych czastek o wy-
dluzonym ksztatcie. Mniejsze opory przeptywu w przypadku modelu nieliniowego skutkuja
zwigkszeniem o 1/3 zasiggu przeptywu, co zilustrowano na Rys. 5.
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Rys. 5. Wyniki obliczen zasiggu tloczenia L wg rownan (4.5) i (4.16)

7. Podsumowanie

Klasyczny model ciata Binghama nie oddaje w sposob doktadny rzeczywistego zacho-
wania si¢ dyspersji cementowych, przewidujac malo realne w praktyce dlugosci przepty-
wu. Postugiwanie si¢ takim modelem reologicznym prowadziloby do zbyt optymistycznych
przewidywan i w konsekwencji roznorakich bledéw w praktycznych realizacjach. Modele
dyspersji cementowej, uwzgledniajace sktadnik oporow tarciowych na stykach ziaren cza-
stek statych, pelniej opisuja zjawiska zachodzace w trakcie jej przeptywu ci$nieniowego.
Z kolei uwzglednienie nieliniowego charakteru plynigcia przedstawione w niniejszym arty-
kule wigze si¢ z nieco bardziej skomplikowanymi przeksztalceniami, prowadzi jednak do
uzyskania zblizonych réwnan wynikowych jak w przypadku modelu liniowego. Powstajace
roznice sg natury ilo$ciowej i sg ogolnie zgodne z przewidywaniami.

Otrzymane roéwnania przepltywu wigzg parametry reologiczne, geometryczne i techno-
logiczne, pozwalajac na rozpoznanie zaleznosci pomigdzy nimi i bardziej §wiadome projek-
towanie procesu ttoczenia dyspersji cementowych.
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Flow modeling of the cement dispersion
as non-linear viscoplastic fluid
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The analitycal solution for pipeline and annular flow of the cement dispersion for non-

-linear viscoplastic model of the fluid, compared with another reological models were pre-
sented in the paper. The calculations of the pressure gradient and injection range shows that
it is necessary to take into account the friction factor in the theoretical analysis of the cement
grout flow.
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