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Streszczenie: Praca poswigcona jest metodzie elementow dyskretnych. W chwili
obecnej jest to metoda numeryczna stuzaca do modelowanie materiatow, gtownie skat.
W pracy zawarto opis najprostszej wersji metody. Przedstawiono roéwniez przeprowadzong
symulacje komputerowg z zastosowaniem pakietu obliczeniowego ESys-Particle. Artykut
nalezy traktowac jako wprowadzenie do prac nad zastosowaniami tej metody w inzynierii
budowlane;j.

Stowa kluczowe: metoda elementéw dyskretnych (odosobnionych), ESys-Particle,
skala mezo.

1. Wprowadzenie

Metoda elementow dyskretnych jest obecnie jednym z podstawowych narzgdzi nume-
rycznych w mechanice skat [1-4]. W metodzie tej material reprezentuje si¢ jako zbidr cia-
sno upakowanych kulistych czgstek wypetniajacych zadang przestrzen (Rys. 1). Czastek
tych jednak nie nalezy utozsamia¢ bezposrednio z drobinami materiatu. Czastki te sa bo-
wiem etapem posrednim pomie¢dzy mikroskopowymi cechami materiatu a jego wlasciwo-
$ciami makroskopowymi. Skal¢ modelu metody okresla si¢ jako skale posrednia, czyli
mezo—skale. Czastki te kontaktuja si¢ ze soba poprzez zaprojektowane lub wytworzone
w trakcie symulacji interakcje. Odpowiedz materiatu zalezy przede wszystkim od wtasci-
wosci tych interakcji. Wiasciwosci takie jak np.: modul Younga, odksztatcenie czy peknie-
cie nie sg narzucone tylko pojawiaja si¢ jako efekt symulacji komputerowej. W zwigzku
z tym nie ma prostej relacji pomiedzy wlasciwosciami makroskopowymi a parametrami
interakcji. Cechg podstawowa metody elementow dyskretnych jest rezygnacja z zatozenia
o kontinuum materii. Zatozenie to pozwala opisa¢ material za pomocg réwnan roézniczko-
wych i catkowych, jednak stanowi problem w przypadku wystapienia zjawisk fizycznych,
ktore wykraczaja poza to zatozenia np.: pegkanie i zniszczenie. Postugiwanie si¢ metoda
elementow dyskretnych polega na odpowiednim zaprojektowaniu populacji dyskretne;.
Populacja taka powinna w drodze symulacji komputerowej rozwijaé zjawiska makrosko-
powe w sposob naturalny, tzn. niezaprogramowane a priori. Jest to zatem odmienne podej-
scie niz w przypadku metody elementéw skonczonych, ktéra stanowi obecnie standard
w numerycznych symulacjach w dziedzinie mechaniki ciata statego i konstrukcji budowla-
nych.

Niniejszy artykut stanowi raport z pierwszej fazy studiow autora nad metoda elemen-
tow dyskretnych. Obejmuje on bogato ilustrowany doktadny opis najprostszej wersji meto-
dy oraz przedstawia symulacje komputerowa wykonang przez autora. Artykul ten rozpo-
czyna cykl prac poswigconych mozliwo$ci zastosowania metody elementow dyskretnych
w mechanice materiatéw i1 konstrukcji budowlanych.
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2. Metoda elementow dyskretnych w mechanice ciala stalego

2.1. Podstawowa koncepcja metody elementow dyskretnych

Metoda elementow dyskretnych (Discrete Element Method, DEM) stosowana w me-
chanice ciala stalego polega na zastosowaniu populacji dyskretnej w celu reprezentacji anali-
zowanego materiatu. Rysunek 1. przedstawia kostke szescienng o wymiarach 5x5x5 cm wy-
konang z hipotetycznego materiatu reprezentowang za pomoca skonczonego zbioru kul. Licz-
ba kul w omawianym przyktadzie wynosi 3 334 sztuki. Kule stykaja si¢ ze soba wewnatrz
kostki oraz ze $cianami prostopadioscianu o ile takie istniejg. Liczba potaczen pomiedzy
kulami wynosi 10 350. W miejscach styku kul wystepuje potaczenie. Srednice kul znajduja
si¢ w przedziale od 2 do 10 mm. Przestrzenny rozktad kul jest losowy. Charakterystyczna
cechg takiego modelu materiatu jest porowatos¢, ktora liczymy jako stosunek objetosci pustej
przestrzeni do objetosci catej probki. W tym przypadku wynosi ona 0,35.

Rys. 1. Model metody elementow dyskretnych, tutaj sze$cian o wymiarach 5x5x5cm wykonany z hipote-
tycznego materiatu przedstawiony jako populacja dyskretna

Wybor kuli jako czastki elementarnej metody podyktowane jest prostota opisu geo-
metrycznego 1 co za tym idzie implementacji komputerowej. Rozpatrzmy dwie dowolne
stykajace si¢ czastki kuliste (Rys. 2) o numerach i oraz j. Zarowno obie bryty jak i relacje
miedzy nimi sg trojwymiarowe (Rys. 2a). Jednak przypadek taki redukuje si¢ do zagadnie-
nia jednowymiarowego (Rys. 2b), gdzie kierunkiem opisu jest prosta ki—k taczaca $rodki
kul, tj. punkty S; oraz S;. W zwiazku z tym tatwo jest okresli¢ wzajemne potozenie czastek,
znalez¢ punkty potaczenia lub kontaktu oraz okresli¢ stan potaczenia lub kontaktu. Co
w szczegblnosci oznacza okreslenie wzajemnego oddziatywania czastek na siebie. Przyj-
mujemy dalej, ze oddziatywanie pomiedzy czastkami moze zachodzi¢ tylko w kierunku &—
k. Nie uwzgledniamy zatem tarcia mi¢dzy kulami.

Rys. 2. Redukcja zagadnienia relacji wzajemnej dwoch czastek trojwymiarowych.
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Dowolna czastka kulista (Rys. 3) oznaczona numerem i jest bryta sztywna. Mozemy
jej przypisaé atrybuty skalarne: mase i promien (Rys. 3a). W celu okreslenia jej potozenia
w przestrzeni wystarczy wskaza¢ potozenie jej srodka S, bowiem punkty na sferze sa nie-
rozroznialne. Kula jako bryta sztywna w przestrzeni trojwymiarowej posiada 6 stopni swo-
body: 3 translacje oraz 3 rotacje. Jednak w podstawowej wersji metody elementéw dyskret-
nych rezygnuje si¢ z obrotowych stopni swobody zachowujac jedynie translacje (Rys. 3b).
W zwigzku z tym jedynym istotnym oddzialywaniem na kule jest sita F. Pod wptywem
dzialania tej sily kula zmienia swoje potozenie. Zatem opis czastki uzupetniaja atrybuty
wektorowe: potozenie X, predkos¢ V, przyspieszenie A oraz sita . Wielkosci te s zwigza-
ne rownaniami mechaniki klasycznej. Uwzgledniajac wszystkie uproszczenia czastke kuli-
sta metody elementow dyskretnych mozna traktowac jako punkt materialny ze sfera otacza-
jaca, ktora okresla wzajemne oddziatywania czastek na siebie.

a) b)

Rys. 3. Czastka populacji dyskretnej jako punkt materialny.

Model ciata statego realizowany jest poprzez wprowadzenie potaczen pomigdzy cza-
steczkami ,,b” (Rys. 4a). Potaczenia te sa rodzajem interakcji typu pierwszego i reprezentu-
ja one spdjnos¢ materiatu. W fazie inicjalizacji modelu wyszukiwane sg wszystkie pary
czastek stykajacych sig, tzn. takich ktorych sfery otaczajace oddalajg si¢ od siebie na odle-
gtos¢ nie wigksza niz do lub penetrujg si¢ nie glebiej niz dy. Jezeli w modelu w tej fazie
wystepuja pary czastek penetrujgce si¢ glebiej niz dp model uznaje si¢ za wadliwy. W fazie
poczatkowej odleglos¢é pomiedzy $rodkami tych czastek wynosi lo. Ruch czasteczek powo-
duje, ze zmienia si¢ ich wzajemne potozenie wzgledem siebie. Parametrem polaczenia jest
zatem dystans d, ktéry nalezy zawsze odnie$¢ do parametru poczatkowego do. Jezeli cza-
steczki oddalaja si¢ od siebie (Rys. 4b) wowczas d=d=I-ly, gdy zblizaja si¢ do siebie
(Rys. 4c) to d=d=lo-l.. Zmiana dystansu wywotuje pojawienie si¢ sit dzialajacych na cza-
steczki. Sity dziataja na obie czasteczki tak, aby przywroci¢ ich poczatkowe polozenie.
Kierunek tych sit pokrywa si¢ z prosta faczaca srodki kul, sity maja ta sama warto$¢ i prze-
ciwne zwroty. W przypadku oddalania si¢ od siebie czgstek sity oznaczone F; zwrdcone sa
do siebie, za§ w przypadku zblizania si¢ czastek oznaczone F. i zwrocone sg na zewnatrz
uktadu. Warto$¢ sity zalezy od dystansu potaczenia i wielkosci czastek.
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Rys. 4. Pierwszy typ interakcji miedzy czastkami — polaczenie.
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Potlaczenia, ktore reprezentuja spojno$¢ materiatu, moga ulec eliminacji, co oznacza
zniszczenie materiatu. W fazie poczatkowej potaczenie znajduje si¢ w stanie ,,zerowym”
(Rys. 4a) w ktorym na czastki nie oddzialywaja zadne sity. W przypadku zwigkszania si¢
odlegtoéci migdzy czastkami, tj. rozciggania materiatu, zwicksza si¢ dystans potaczenia
i pojawia si¢ sily dzialajace na czastki (Rys. 5b). Te faze mozna okresli¢ jako sprezysta.
Jezeli odlegloé¢ ta ciagle si¢ zwigksza, dystans potaczenia osigga maksymalng wartosé¢
i nastepuje jego zerwanie (Rys. 5c). Po zerwaniu potaczenia na czastki nie dziataja zadne
sity. Zerwane potaczenie nie jest regenerowane w trakcie symulacji. Analogiczne potacze-
nie moze zosta¢ wyeliminowane w przypadku zmniejszaniu si¢ odlegtosci pomiedzy czast-
kami (Rys. 6). Pierwszy przypadek odpowiada zniszczeniu poprzez rozcigganie, drugi
poprzez Sciskanie.

a) b) c)
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Rys. 5. Kolejne fazy pracy potaczenia w przypadku rozciggania: a) potozenie poczatkowe ,,zerowe”,
b) faza sprezysta, ¢) zerwanie; do<dn<dn
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Rys. 6. Kolejne fazy pracy potaczenia w przypadku Sciskania: a) potozenie poczatkowe, b) faza sprezysta,
¢) zerwanie; do<dc1<de

Interakcja typu drugiego oznacza odpychanie si¢ czastek, ktore si¢ stykaja (Rys. 7).
Interakcje typu drugiego dotycza czastek, ktore nie realizujg interakcji typu pierwszego,
tzn. nie sg potaczone. Jezeli dwie czastki sa polaczone, to interakcja typu drugiego nie jest
realizowana. Jezeli sfery czastek nie stykaja si¢ (Rys. 7a, 7b), wowczas nie dziataja na nie
zadne sily. Jezeli sfery naktadajg si¢ wowczas realizowane jest odpychanie.

a) b) c)
Ft 0 n—=> <—m

<om_ _ w>
cp P &P

e e e

Rys. 7. Drugi typ interakcji pomigdzy czgsteczkami — odpychanie
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Zwigzki konstytutywne, czyli zalezno$ci pomiedzy dystansem potaczenia a sitami
dzialajacymi na czastki, zobrazowane sg na Rys. 8. Czeg$¢ a) dotyczy potaczenia. Jest to
polaczenie sprezyste, w ktorym sita zalezy liniowo od dystansu pomi¢dzy czastkami. Pota-
czenie funkcjonuje w zadanym zakresie dystansu od dopuszczalnej penetracji demax do
maksymalnego oddalenia si¢ czastek od siebie d; mexr. W zwiazku z tym istniejag maksymalne
wartosci sily zarowno przyciagajacej jak i odpychajacej czastki. Przekroczenie dopuszczal-
nego zakresu dystansu powoduje zniszczenie potgczenia. Zniszczone potaczenie nie jest
odnawiane. Zwigzek konstytutywny przedstawiony na Rys. 8b okresla w jaki sposéb odpy-
chaja sie czastki, ktore nie sa potagczone. Czg$¢ prawa wykresu oznacza brak sity odpycha-
jacej dla czastek oddalonych od siebie. Cz¢$¢ lewa wykresu opisuje site w przypadku na-
ktadania si¢ czastek na siebie. Fragment wykresu od punktu ,,a” do ,,b”, zaznaczony row-
niez linig przerywana na Rys. 8a, okresla sposob zamiany interakcji typu pierwszego na typ
drugi w przypadku zniszczenia potaczenia wskutek $ciskania.

a) b)
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Rys. 8. Zwiazek konstytutywny interakcji typu pierwszego a) i typu drugiego b) Lina przerywana na ry-
sunku a) nie jest fragmentem wykresu opisujacego zwiazek.

Pozostaje jeszcze kwestia okreslenia wartosci sit dziatajacych na czastki w stanie inte-
rakcji. W opisywanym modelu zaleznosci pomiedzy dystansem i sila pozostaja liniowe.
Wartosci tych sit zaleza od sztywnosci materialu oraz od wielkosci tych czastek. Arbitral-
nym parametrem modelu jest wylacznie sztywnos¢ interakcji. Natomiast ,,wielko$é” pota-
czenia zalezy wiacznie od wielkosci czastek i jest obliczana. W przypadku czastek o tej
samej $rednicy (Rys. 9a) ,,wiclkosécig” potaczenia jest powierzchnia kota wielkiego jednej
znich. W przypadku czastek o rdéznej $rednicy powierzchnia kota wielkiego mniejszej
czastki (Rys. 9b). Powierzchni¢ t¢ nazywa si¢ powierzchnig interakcji. Ostatecznie warto$é
sity interakcji wyliczamy ze wzoru:

F=kd;d, ()

gdzie: F — wartos¢ sity interakcji F; lub F. (patrz Rys.4), k — sztywnos¢ interakcji, 4; —
powierzchnia interakcji (patrz Rys. 9), d — dystans interakcji d; lub d. (patrz Rys.4).
W przypadku interakcji typu drugiego stosowane sa albo jedna albo dwie rozne wartosci
sztywnosci. Jednostkg sztywnosci interakcji jest N/m? lub Pa/m.

Rys. 9. Powierzchnia interakeji 4; (zakreskowane koto) w przypadku czasteczek: a) o tej samej $rednicy,
b) o réznych $rednicach
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Wszystkie interakcje wystepujace w populacji dyskretnej (Rys. 10) sprowadzane sa
do analizy par interakcji oraz superpozycji. Operacje te wykonuje si¢ dla kazdej z czastek
niezaleznie. Po wyborze czastki nr i (Rys. 10a) nalezy kazdorazowo okresli¢ zbior czastek
wchodzacych z nig w interakcje zarowno pierwszego jak i drugiego rodzaju. Zbidr ten na
ilustracjach zostal oznaczony szarym kolorem. Nastepnie rozwigzuje si¢ kazda interakcje
pomigdzy kazdym elementem zbioru a czastka nr i. Rozwigzaniem kazdej interakcji jest
sita dzialajaca na czastke i (Rys. 10b). Sity te sprowadza si¢ do wypadkowej dziatajacej na
srodek czastki (Rys. 10c). Znajac mase oraz sile oblicza si¢ aktualne przyspieszenie czastki.
Uwzgledniajac jej aktualng predkos¢ znajdowane jest jej nowe potozenie (Rys. 10c). Pierw-
sza fundamentalng zasada metody elementéw dyskretnych jest jednoczesna akcja calej
populacji. Zasada ta realizowana jest w taki sposob, ze najpierw wyliczane sa sity wypad-
kowe i przyspieszenia aktualne dla kazdej czastki, a nastgpnie nastgpuje zmian potozenia
kazdej czastki niezaleznie. Druga zasadg metody jest zasieg zmian mozliwych do realizacji
w pojedynczym kroku symulacji. Zmiana potozenia czgstki nie moze by¢ duza, tzn. moze
wptywaé wyltacznie na czastki sgsiadujace (Rys. 10c)

Rys. 10. Interakcje pojedynczej czastki z populacja.

Dodatkowymi uczestnikami symulacji metoda elementéow dyskretnych sg $ciany.
Sciany stanowi¢ moga podpory lub stuzy¢ do przyktadania obcigzen. Podobnie jak w przy-
padku interakcji pomigdzy $cianami i w tym przypadku zagadnienie mozna ograniczy¢ do
problemu jednowymiarowego, w ktorym kierunkiem opisujacym jest prostopadta poprowa-
dzona od srodka czastki do powierzchni $ciany (Rys. 11). W przypadku interakcji czastki
ze $ciang wprowadza si¢ zazwyczaj drugi rodzaj interakcji. tzn. wylacznie odpychanie
w przypadku penetracji $ciany przez kulke. Zasady interakcji sa analogiczne do interakcji
pomie¢dzy dwoma czastkami.

b)

Rys. 11. Redukcja zagadnienia relacji wzajemnej czastki i $§ciany: a) sytuacja trojwymiarowa, b) redukcja
zagadnienia.
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Rys. 12. Interakcja pomiedzy czastka a $ciana.

2.2. Implementacja metody elementéw dyskretnych

Obliczenia zaprezentowane w pracy zostaly wykonane autorskim programem kompu-
terowym napisanym w jezyku Python wykorzystujacym biblioteki oraz silnika obliczenio-
wego ESys-Particle [5] 1 biblioteki graficznej VPython. ESys-Particle jest to naukowy
framework obliczeniowy opracowany w Center of Geoscience Computing of The Universi-
ty of Queensland w Australii. Oprogramowanie to jest udostgpniane bezptatnie jako Open
Source Code. Modutowy i w pelni obiektowy kod programu napisany jest w jezyku C++
z uzyciem biblioteki MPI i jest natywnie przystosowany do pracy w srodowisku wielopro-
cesorowym lub/i rozproszonym. Uruchomienie programu na pojedynczym procesorze jest
realizowane rowniez przez mechanizmy wielowatkowe. Obstuge programu wykonuje si¢
poprzez dofaczony interface jezyka Python, co umozliwia wygodng prace za pomoca wila-
snych skryptow.

ESys-Particle jest implementacja metody elementéw dyskretnych wykraczajaca dale-
ce poza model opisany w niniejszej pracy. Oprogramowanie pozwala wykorzystywaé
czastki posiadajace nawet 7 stopni swobody, gdzie 6 stopni swobody dotyczy ruchu ciala
(translacje i rotacje), za$ stopien 7 pozwala na dotaczenie do symulacji pola skalarnego np.
temperatury. Oprogramowanie oferuje wiele réznych teoretycznych modeli konstytutyw-
nych potaczen. Nie dotaczono jednak do pakietu konkretnych modeli materiatéw. W pakie-
cie znajduja si¢ podstawowe generatory struktur losowych.

3. Przykladowa symulacja komputerowa metodq elementéow
dyskretnych

3.1. Zalozenia symulacji

Prezentowana symulacja komputerowa jest wirtualnym testem kruszenia hipotetycz-
nego materiatu (Rys. 13). Z materialu tego jest wykona kostka o wymiarach 5x5x5 cm.
Sktada sie ona z 3 334 kulistych czastek DEM. Czastki posiadaja trzy stopnie swobody.
W fazie poczatkowej wystepuje 10 350 polaczen pomiedzy czgsteczkami. Zasady behawio-
ralne populacji dyskretnej opisane sg w poprzednich rozdziatach artykutu. Probka dyskretna
ujeta jest z gory i z dotu dwiema $cianami wizualizowanymi za pomoca ptaskich krazkow.
Sciany zblizaja si¢ do siebie ze stata predkoscia. Powoduje to przylozenie sit do zewnetrz-
nych warstw kostki (dolnej i gornej), a nastgpnie rozdystrybuowanie tych sit wewnatrz
materiatu. W ten sposob uzyskiwane jest Sciskanie catej probki. W kolejnych krokach sy-
mulacji uzyskiwana jest odpowiedz populacji dyskretnej na tak zaprojektowane oddzialy-
wanie. Odpowiedz ta formuje si¢ w makroskopowe zachowanie materiatu.
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Rys. 13.  Wirtualny test $ciskania hipotetycznego materiatu. Kolor czastek jest wygenerowany losowo.

Parametry modelu zostaty dobrane w taki sposdb, symulacja mogta zosta¢ przepro-
wadzona na komputerze $redniej klasy w krotkim czasie, tzn. mniej niz 1 godzina. Gesto$é
materiatu przyjeto rowng 1000 kg/m?. W symulacji komputerowej nie wprowadzono sity
cigzkosci. Sztywnos$¢ interakcji zarébwno pierwszego i drugiego rodzaju ustalono na
1000 N/m’. Interakcja pierwszego rodzaju (potgczenie) zostaje zniszczone, jezeli jego dy-
stans osiagnie warto$¢ 1 mm. Dotyczy to zarowno $ciskania jak i rozciggania. Obie plyty
poruszaja si¢ wzgledem $rodka kostki ruchem jednostajne przyspieszonym z przyspiesze-
niem 0,001 m/s>. W chwili rozpoczecia symulacji ptyty sg nieruchome. Krok czasowy
symulacji wynosi 0,001s. Zaprezentowana symulacja sktada si¢ ze 100 krokow, zatem
obejmuje czas 0,1 s. W ostatnim kroku symulacji predko$é ptyt wynosi 0,0001 m/s wzgle-
dem srodka kostki, co oznacza predkos¢ 0,0002m/s wzglgdem siebie.

3.2. Wyniki symulacji

Kolejne ilustracje (Rys. 14 i 15) przedstawiajg wizualizacj¢ wirtualnej probki w ko-
lejnych etapach symulacji. W kroku 10 nie zauwazono znaczacych zmian w wygladzie
obiektu. Na tym etapie ptyty docieraja do probki. Czastki bezposrednio stykajace si¢ z ptyta
doznaja niewielkich przemieszczen pod wptywem dziatajacych na nie sit.

Rys. 14.  Obraz probki w (od lewej) 10 i 50 kroku symulacji
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W kroku 50 rozpoczyna si¢ destrukcja potaczen. Pojawiaja si¢ odtamy i odpryski,
ktore widoczne sa na wizualizacji. W kroku 75 znaczna cz¢$¢ polaczen zostala zniszczona.
W probee tworzg si¢ tymczasowe kolumny poprzez spontaniczne ulozenie si¢ na sobie
warstw czastek. W ostatnim kroku symulacji, tj. nr 100, probka zostata catkowicie rozkru-
szona.

Rys. 15. Obraz probki w (od lewej) 75 1 100 kroku symulacji
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Krok czasowy

Rys. 16. Liczba aktywnych wigzow pierwszego rodzaju (niezerwanych potaczen) w trakcie symulacji
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Rys. 17. Wartosci wypadkowych sit dziatajacych na $ciany F1 — gorna, F2 — dolna
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Wykres na Rys. 16 przedstawia liczb¢ istniejacych, tzn. nie zniszczonych, potaczen
w probee. Natomiast wykres na Rys. 17 pokazuje sily dziatajace na ptyty w trackie testu.
W poczatkowej fazie sity sa niewielkie co wynika z nieduzych przemieszczen ptyt wzgle-
dem probki (mate predkosci ptyty). Po zblizeniu sig¢ ptyt do probki oraz uszczelnieniu styku
(wskutek przemieszczen czastek w kontakcie z ptyta) widzimy nagte wzrosty i spadki war-
tosci sity. Zwigzane jest to z niszczeniem kolejnych potaczen w probce. Natomiast wartosci
sit nalezy traktowac jako orientacyjne.

4. Podsumowanie i wnioski

W pracy przestawiono najprostsza wersj¢ metody elementdw dyskretnych. Nastepnie
zostata przeprowadzona symulacja z jej uzyciem. Symulacja polegata na przeprowadzeniu
testu kruszenia poprzez Sciskanie. Nalezy zwroci¢ uwage, ze pomimo prostoty przyjetego
modelu rezultat jest zblizony do rzeczywistego. Podkresli¢ tez mozna fakt, ze przeprowa-
dzenie podobnej symulacji z uzyciem metody elementéw skonczonych byloby o wicle
bardziej pracochtonne. Zaprezentowane wyniki badan maja charakter wstgpny, a prace nad
metoda elementow dyskretnych w zastosowaniach do mechaniki materiatéw i konstrukcji
budowlanych begda kontynuowane.
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Abstract: The paper is devoted to Discrete Element Method. Currently the method is
mainly used for mechanics of rock. The paper contains the description of the simplest ver-
sion of the method. Computer simulation using Esys-Particle computer code is presented.
The paper is an introduction to the study on the method applications to building engineer-
ing.
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