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Streszczenie: W pracy przedstawiono wyniki analiz numerycznych wspornikowe;j
belki kompozytowej ze spoing z materialu sprezysto-idealnie plastycznego. Wykonano
cztery modele numeryczne wykorzystujace Metode Elementéw Skonczonych dla dwoch
réznych grubosci i lokalizacji spoiny klejowej. Wyznaczono przebieg uplastycznienia
spoiny oraz wplyw jej grubosci i lokalizacji w przekroju na naprezenia i przemieszczenia
swobodnego konca belki.

Stowa kluczowe: Belka kompozytowa, uplastycznienie spoiny, przebieg uplastycz-
nienia spoiny, wptyw grubos$ci spoiny, wptyw lokalizacji spoiny na rozktad naprezen.

1. Wstep

Celem artykutu jest dokonanie wstepnej analizy pracy belek kompozytowych taczo-
nych przy uzyciu kleju o charakterystyce sprezysto-idealnie plastycznej. Producenci klejow
czgsto podaja w kartach technicznych maksymalne dopuszczalne grubosci spoin, ktore
mozna wykonywa¢ z wykorzystaniem ich produktow. Dlatego tez istotne wydaje si¢ by¢
okreslenie sposobu pracy spoiny o rdznej grubosci, charakterystyce materiatowej i lokaliza-
cji w przekroju, w celu pdzniejszego podania wytycznych do ich projektowania.

Analiza potaczen belek klejowych jest ciagle aktualnym tematem badan (por.
[1,4,5,11]), ktorych wyniki sa wazne w zastosowaniach praktycznych. Wykorzystywany
w tych analizach jest zwykle model pracy spoiny zaproponowany w 1938 roku przez Olafa
Volkersena [12], ktéry zaktada, ze tylko naprezenia styczne maja wplyw na stan pracy
spoiny. Przeglad r6znych modeli spoin wykorzystywanych w modelach belek 1D i 2D
mozna znalez¢ w pracy Rodrigueza i inn. [11]. W pracy wykorzystano metod¢ elementow
skonczonych (MES) i sprezysto - idealnie plastyczny model materialu spoiny. Granice
przej$cia materiatu spoiny w stan plastyczny okresla kryterium Hubera-Misesa. Obliczenia
wykonano wykorzystujac system MES - Symulation Mechanical (dawniej Algor) firmy
Autodesk.

2. Podstawy teoretyczne

Na poczatek rozwazmy teoretyczng prace belki wspornikowej o dlugosci L i jedno-
rodnym przekroju prostokatnym o wymiarach bx/, obcigzong pionowa sita 7, pracujaca
w zakresie liniowo-sprezystym.
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Rys. 1. Schemat belki wspornikowej o jednorodnym przekroju

Naprezenia zredukowane wg hipotezy Hubera-Misesa [3] w prostokatnym przekroju
jednorodnym mozemy wyznaczy¢ korzystajac z nastgpujacego zwigzku:

0,(%,2) =\ (x,2)* +37(x, 2)° (1)

Przyjmujac hipotezg ptaskiego przekroju (Bernoulliego-Naviera, por. [3]), naprezenia
normalne przy zginaniu mozna wyznaczy¢ na podstawie znanego rOwnania:
M(x)z
—

y

2)

o(x,z)=

Moment zginajacy w przekroju opisany jest w rozwazanym przyktadzie zaleznoscia:
X
M(x):TL(l—Zj, 3)

gdzie J, oznacza moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki.

Nastgpnym krokiem jest okreslenie funkcji naprezen normalnych z uwzglgdnieniem
wymiardw przekroju oraz wspotrzednych punktu, w ktorym beda wyznaczane naprezenia.
Podstawiajac odpowiednie wartosci do wzoru (2) otrzymuje si¢ nastepujaca zaleznosc:

o(x,z)= %(1 —%jz 4)

Majac wyznaczona funkcj¢ naprezen normalnych mozna przejs¢ do wyznaczenia
funkcji naprezen stycznych, ktore opisa¢ mozna nastgpujacym réwnaniem:

TS,
d&ﬂ=J;, )

¥

gdzie S, oznacza moment statyczny wyznaczony wzgledem osi y, tej czesci przekroju
poprzecznego belki, ktora lezy powyzej punktu o wspoétrzednej z.

Podstawiajac odpowiednie warto$ci 1 przeksztatcajac wzor (5) otrzymuje si¢ nastepu-
jaca funkcje opisujaca rozktad naprezen stycznych:

3T zY
T(X,Z)ZEE|:1—4(Z) :| (6)

Po wyznaczeniu funkcji naprezen normalnych (4) i stycznych (6) oraz podstawieniu
ich do wzoru na napr¢zenia zredukowane (1) ostatecznie otrzymujemy:
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T 2 3 )2
U,-ed(§,§)=122\/[/1(1—§)§] +(1-4¢7) (7

gdzie £i ¢ sa bezwymiarowymi wspolrzednymi punktu, w ktorym okreslamy wytezenie,
A parametrem okreslajacym smuktos¢ belki, czyli stosunek jej dlugosci do wysokosci
przekroju, A oznacza tu pole powierzchni przekroju poprzecznego:

X z L
- =2, A== A=bh. 8
&(x) I ¢(2) P ; (®)
12 —
Ored [MPa]

Rys. 2. Wykres funkcji ored (rown. 7) dla A=2, 7/4A=1MPa

Roéwnanie to umozliwia wyznaczenie wartosci naprezen zredukowanych w dowolnym
punkcie belki, co bedzie potrzebne przy poréwnaniu tych wartosci z naprezeniami otrzy-
manymi metodg numeryczng opisang w nastgpnym rozdziale pracy. Wyznaczane bedg
wartosci naprezen zredukowanych w 1/2 oraz w 1/4 wysokosci przekroju, mierzac od gory.
Z uwagi na to, ze w kolejnym rozdziale prowadzona bedzie analiza nieliniowa, do wzoru
(7) na naprezenia zredukowane podstawiono site poprzeczng zalezng od kroku czasowego
i oznaczono ja przez T=T(4). Do dalszych obliczen zatozono nastgpujace parametry prze-
kroju:
szeroko$¢ przekroju — b =0,10 m
wysoko$¢ przekroju — 2= 0,20 m
dhugosc belki - L=1,00m — A=35
wyznaczenie napr¢zen w 1/2 wysokosci belki — z=0,00m — (=0
wyznaczenie napr¢zen w 1/4 wysokosci belki — z=0,05 m — {=0,25

Na podstawie wzoru (7) oraz przedstawionych danych, po uproszczeniu, wzory do
wyznaczenia naprezen zredukowanych beda wygladaly w nastepujacy sposob:

e dla 1/2 wysokosci belki ({= 0):

ENERAGY;
2 4

0 (6,8) = ©)
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o dla 1/4 wysokosci belki (= 0,25):

37T(A) 2 27
0, (EA)=——=[25(1-&) +— 10
red (g ) A ( 5) 64 ( )
Korzystajac z powyzszych wzoréw sporzadzone zostaty wykresy powierzchniowe ob-
razujace rozktad naprezen w przekroju w zaleznosci od przyrostu sity 7 i dlugosei belki,
ktore przedstawiono na Rys. 3.
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Rys. 3. Wykresy naprezen zredukowanych a) — obliczonych na podstawie rownania (9) 1 b) — rdwnania (10)

W kolejnym rozdziale rozpatrzone zostang dwa przypadki usytuowania spoiny klejo-
wej taczacej dwa elementy o takich samych parametrach. Z powyzszych zatozen teoretycz-
nych wynika, ze w przypadku ustawienia spoiny w 1/2 wysokosci przekroju wplyw na
wystepujace w niej naprezenia powinny mie¢ jedynie naprezenia styczne 7, co umozliwia
zastosowanie modelu Volkersena do analizy potaczenia klejonego [10,11,12]. Natomiast
przy ustawieniu spoiny w 1/4 wysokos$ci przekroju wplyw na wytezenie materiatu mie¢
beda zaré6wno naprezenia styczne 7, jak i naprezenia normalne o.

3. Model MES

W celu wstgpnej analizy zagadnienia pracy belki kompozytowej ze spoing o charakte-
rystyce sprezysto-idealnie plastycznej postuzono si¢ Metoda Elementow Skonczonych.
Wykorzystujac program Autodesk Simulation Mechanical 2016, wykonano tacznie cztery
modele obliczeniowe, dwa z nich dla belki ze spoing w 1/2 wysokosci przekroju oraz dwa
dla belki ze spoing w 1/4 wysokos$ci przekroju. Schematy modeli przedstawiono na Rys. 4.
Dla kazdego schematu rozwazono dwa rodzaje spoiny o grubosci #=1 mm oraz
t=0,5mm. Spoin¢ pogrubiono tak, zeby zachowal stala wysoko$¢ przekroju belki
(h = const., Rys. 4).
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Rys. 4. Schematy modeli kompozytowej belki wspornikowej, a) spoina w $rodku, b) spoina w 1/4 wysoko-
Sci

W kazdym modelu zastosowano zaggszczenie siatki MES w obszarze spoiny, co po-
zwolito ograniczy¢ roznice w wynikach obliczen wynikajace z rozmiardw siatki dyskrety-
zacyjnej. Spoing modelowano elementami o ksztalcie kwadratowym (por. [2]) i wymiarze
réwnym grubosci rozpatrywanej spoiny (kolor czerwony), natomiast dla belek stosowano
zasad¢ dwukrotnego powigkszania elementu w kierunku od spoiny stosujac trojkatne
elementy posrednie (kolor zielony). Zasade tworzenia siatki MES przyjeto podobnie jak
w pracy [9] i przedstawiono ja na Rys. 4a.

Rys. 4a. Siatka MES w poblizu spoiny

Zatozono wykonanie obu belek z takiego samego materialu o charakterystyce linio-
wo-sprezystej, natomiast spoiny z materiatu stabszego sprezysto-idealnie plastycznego, co
zostalo pokazane na Rys.5. Parametry materialowe zamieszczono w Tabeli 1. Wszystkie
elementy skonczone zdefiniowano jako elementy powlokowe (shell) w systemie Autodesk
Symulation Mechanical 2016, co umozliwito wykorzystanie spr¢zysto-plastycznej charak-
terystyki materiatlu [6].
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a) materiaf belek b) materiat spoiny
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Rys. 5. Zalezno$¢ o-¢ materiatow belki kompozytowe;j
Tabela 1. Parametry materialowe modelu
Sktadowa kompozytu Belka Spoina
Materiat Drewno Klej epoksydowy
Modut Younga, E [GPa] 20,0 2,0
Wspotezynnik Poissona, v 0,25 0,35
Granica plastycznosci, o, [MPa] - 5,0

Sposoéb modelowania obcigzenia kompozytu nie byt oczywisty. O ile w modelu jed-
nowymiarowym mozliwe jest przylozenie sity skupionej do swobodnego konca belki, tak
juz w modelu dwuwymiarowym przylozenie sity w punkcie na gorze belki powodowatby
znaczng koncentracje naprezen. Dlatego tez, wrozwazanym przypadku zastosowano
rownomierne rozlozenie sily pionowej na calym przekroju konca swobodnego belki.
Obcigzenie zadano jako ci$nienie krawedziowe dziatajace pionowo. Dla wszystkich modeli
zastosowano taki sam przebieg przyrostu obcigzenia w celu poréwnania otrzymanych
wynikow. Zamocowanie belki wykonano poprzez blokade wszystkich skladowych prze-
mieszczenia i obrotu weztow. Modele obliczeniowe belki wykonane podobnie jak w pracy

[7] przedstawiono na Rys. 6.

b)

Rys. 6. Modele obliczeniowe belki wspornikowej
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4. Wyniki analiz numerycznych

Obliczenia MES przeprowadzono dla czterech modeli z r6zna grubos$cia i rozmiesz-
czeniem spoiny w przekroju. Przeanalizowano wpltyw uplastycznienia spoiny na prze-
mieszczenie swobodnego konca belki, oraz zbadano przebieg tego uplastycznienia
w zalezno$ci od potozenia wzgledem dlugosci belki.

Analize rozpoczeto od belki kompozytowej ze spoing w 1/2 wysokosci przekroju. Na
Rys. 7 przedstawiono mapy naprezen na poczatku i na koncu procesu obcigzania belki,
ktéry zakonczono w momencie caltkowitego uplastycznienia si¢ spoiny. Wyraznie widocz-
ny jest poczatek oddzielnej pracy belek przy catkowitym uplastycznieniu spoiny — wzrost
naprezen przy utwierdzeniu w miejscu polaczenia belek spoina.
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Rys. 7. Mapy napre¢zen w belce kompozytowej ze spoing w 1/2 wysokosci przekroju na poczatku i na
koncu procesu obcigzania

Kolejnym krokiem byto sprawdzenie wplywu uplastycznienia spoiny na przemiesz-
czenie swobodnego konca belki. Wykres zalezno$ci przemieszczenia od przyrostu sity 7'
przedstawiono na Rys. 8.
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Rys. 8. Zalezno$¢ przemieszczenie konca belki - przyrost sity 7' dla spoiny o réznej grubosci, wykonanej
w 1/2 wysokosci przekroju
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Z powyzszego wykresu wynika, ze grubos¢ spoiny na poczatku jej uplastycznienia
nie wptywa na catkowite ugiecie belki. Réznica zaczyna pojawiaé si¢ dopiero w momencie
uplastycznienia na swobodnym koncu i zwigksza si¢ wraz z jego postgpowaniem w kierun-
ku utwierdzenia. Doktadng analize przebiegu uplastycznienia przedstawiono na Rys. 9.
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Rys. 9. Analiza przebiegu uplastycznienia spoiny dla belki ze spoing w 1/2 wysokos$ci przekroju

Dla rozwazanego przypadku uplastycznienie zaczyna si¢ blisko swobodnego konca
belki. Mozna tez zauwazy¢, ze we wstepnej fazie uplastycznienie cienszej spoiny przebiega
przy wickszym obcigzeniu niz spoiny o wigkszej grubosci, jednak catkowite
uplastycznienie nastgpuje prawie w tym samym momencie.

W celu poréwnania naprezen otrzymanych metodg numeryczng (MES) z napr¢zenia-
mi zredukowanymi obliczonymi na podstawie rdwnania (7), wyznaczono w miejscu styku
spoiny z belka 101 punktéw, w rozstawie co 1 cm, dla ktorych odczytano napr¢zenia
w zaleznos$ci od przyrostu sity 7(A) (Rys. 10a). Nastepnie wykonano wykres powierzch-
niowy naprezen od poczatku procesu obcigzania belki do momentu catkowitego uplastycz-
nienia spoiny (Rys. 10b). Wyraznie wida¢, ze wyniki teoretyczne mozna poréwnywac
do numerycznych jedynie w zakresie liniowo-sprezystym (Rys. 11).
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Rys. 10. Naprezenia na styku spoina - belka w zalezno$ci od przyrostu sity 7 wyznaczone analiza MES,
a) wykres liniowy, b) wykres powierzchniowy

Po uplastycznieniu spoiny przebieg naprezen ulega wyraznej zmianie, co jest widocz-
ne na Rys. 10. Opisanie wystgpujacych tu zalezno$ci przy pomocy formul otrzymanych
metodami analitycznymi nie bedzie rozwazane w tym artykule.

Porownujac wykresy z Rys. 11 a) i Rys. 11 b) mozna zauwazy¢, ze dla punktow spoi-
ny o wspotrzednych & zawierajacych si¢ w przedziale (0,05 + 0,95), wykresy sa do siebie
zblizone, natomiast przy zamocowaniu (= 0) i swobodnym koncu (£= 1) — naprezenia
W spoinie znacznie si¢ zmniejszaja co spowodowane jest znaczng roznicg warunkow
brzegowych w modelu 2D (MES) i analitycznym jednowymiarowym modelem belkowym.
Podobne efekty brzegowego zaburzenia propagacji szczeliny w czasie delaminacji obser-
wowano w modelu wykorzystujagcym materiat sprezysto kruchy jako materiat spoiny, ktory
analizowany byt w pracy Z. Mroza i J. Podgorskiego [5]. Szczelina powstajaca podczas
delaminacji modelowana tam byta metodg usuwania zniszczonych elementéw z siatki MES
w kolejnych krokach analizy numerycznej [8].

Kolejnym etapem byta analiza kompozytu ze spoing usytuowana w 1/4 wysokosci
przekroju. Tak jak w poprzedniej analizie na Rys. 12, przedstawiono mapy naprezen na
poczatku oraz przy koncu procesu obcigzania. W tym przypadku nie jest widoczny wyrazny
wzrost naprezen po uplastycznieniu spoiny ze wzgledu na wickszy przekroj belki dolne;j.
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Rys. 11. Wykres funkcji naprezen dla spoiny w 1/2 wysokosci przekroju dla liniowo-sprezystego zakresu
pracy spoiny a) analiza MES, b) wyniki otrzymane analitycznie (rown. 10)
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Rys. 12. Mapy naprezen w belce kompozytowej ze spoing w 1/4 wysokosci przekroju na poczatku i na
koncu procesu obcigzania
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Wptyw uplastycznienia spoiny na przemieszczenie swobodnego konca belki przed-
stawiono na Rys. 13, natomiast jego przebieg znajduje si¢ na Rys. 14.
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Rys. 13. Zaleznos¢ przemieszczenie konca belki - przyrost sity 7' dla spoiny o réznej grubosci, wykonane;j

w 1/4 wysokosci przekroju
‘xE: x2
DR A S
y

0777777777777

34

0,85

0,8

paczatei uplastycznienia spoiny

Catkowite uplaswcznleme spomy na swobodnvm koncu iw utwnardzenlu :

o o 1 o

- - - - - - . -

0,75
=
- ' :
= | =——x1-1mm
2 07 T fe—2Admm
% | =——x1-0,5mm |
& | =——x2-0,5mm
0,6 O O O S S S - | O S S S S St S S - - - o - S
0,55
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Przebieg uplastycznienia spoiny na dtugosci belki [m]

Rys. 14. Analiza przebiegu uplastycznienia spoiny dla belki ze spoing w 1/4 wysokosci przekroju
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Wykresy naprezen w zaleznosci od przyrostu sity 7(4) wyznaczono takim samym

sposobem jak uprzednio dla spoiny w 1/2 wysoko$ci przekroju, zaleznosci Greq od &1 T
przedstawiono na Rys. 15.
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Rys. 15. Naprezenia na styku spoina - belka, w zalezno$ci od przyrostu sity 7" wyznaczone na podstawie
analizy MES, a) wykres liniowy, b) wykres powierzchniowy

Poréwnujac wykresy z Rys. 16a i Rys. 16b mozna zauwazy¢ tak jak poprzednio, ze
w punktach belki o wspotrzednych & zawierajacych sie w przedziale od 0,05 do 0,95
wykresy sa do siebie zblizone, natomiast przy zamocowaniu i swobodnym koncu widoczne
sa znaczne roznice. Teoretycznie napr¢zenia na swobodnym koncu belki powinny zblizaé
si¢ do zera, natomiast w utwierdzeniu powinny by¢ najwigksze. Na wykresach otrzyma-
nych z analiz numerycznych wystepuja jednak pewne "zatamania" w okolicy tych punktow
co wywotlane jest skomplikowaniem warunkdéw brzegowych w modelu 2D, ktérym postu-
zono si¢ w analizach MES.
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b)

G,eq[MPa]

Rys. 16.  Wykres powierzchniowy funkcji naprezen dla spoiny w 1/4 wysokosci przekroju dla liniowo-
sprezystego zakresu pracy spoiny — a) obliczenia MES, b) wyniki otrzymane analitycznie (rown. 10)

5. Podsumowanie i wnioski

Przedstawiona w pracy analiza pracy spoiny przeprowadzona z wykorzystaniem meto-
dy elementéw skonczonych i nieliniowego modelu materiatu pokazata znaczace roznice
wynikéw, ktdre otrzymujemy stosujac jednowymiarowe modele belkowe z zastosowaniem
prostego zalozenia Volkersena, ktore przyjmuje tylko wpltyw naprezen stycznych na stan
materiatu spoiny. Zastosowany dwuwymiarowy model belki klejonej pozwolit doktadniej
zbada¢ zachowanie si¢ spoiny oraz poczatek procesu delaminacji w okolicach zamocowania
i swobodnego konca belki. Ujawnit si¢ tu wpltyw warunkéw brzegowych a co za tym idzie,
istotnie r6ézny od liniowego rozktad pola naprezen normalnych i parabolicznego dla naprezen
stycznych, na stan uplastycznienia materiatu spoiny. Zastosowano hipotez¢ Hubera-Misesa do
okreslenia granicy przejScia materiatlu spoiny w stan plastyczny co pokazato roznice
w zachowaniu belki w zaleznosci od potozenia spoiny w przekroju poprzecznym.

Z przedstawionych analiz numerycznych wynika, ze usytuowanie spoiny w 1/2 prze-
kroju po jej uplastycznieniu bedzie powodowato poczatek procesu delaminacji belki kom-
pozytowej od strony krawedzi swobodnej, natomiast przy ustawieniu spoiny w 1/4
przekroju od strony utwierdzenia. Mozna tez zauwazy¢, ze poczatek uplastycznienia spoiny
znajdujacej si¢ w polowie wysokosci przekroju belki wystapi przy mniejszym obcigzeniu
niz w przypadku spoiny znajdujacej si¢ powyzej osi oboj¢tnej, co wywotane jest szybszym
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przyrostem naprezen zredukowanych w spoinie po jej uplastycznieniu na koficu swobod-
nym. Na tej podstawie mozna stwierdzié, ze najbardziej niekorzystne dla spoiny bedzie
ustawienie jej w osi obojetnej przekroju.

Z analizy wynika réwniez, ze zmienna grubo$¢ spoiny bedzie powodowata rdznice
w wartosci sily uplastyczniajacej, co wymaga dalszych, doktadniejszych analiz, ktore sg
planowane w przysztych pracach autorow.
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Analysis of cantilever composite beam work
with regards to the different thickness and location
of adhesive joint made of elastic-ideally plastic material
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Abstract: This paper presents the results of numerical analysis of the composite
cantilever beam with elastic - perfectly plastic seam. Four numerical models using Finite
Element Method was analysed for two different thickness and location of the adhesive
bond. Determined the course of the plastic deformation of the seam and the influence of its
thickness and location on the stress i and the displacement of the beam free end.

Keywords: Composite beam, plastifying adhesive joint, joint plastifying course, joint
thickness influence, joint location influence on stress distribution.



