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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH
DO ROZWIAZYWANIA PROBLEMOW PROSTYCH W OBSZARACH
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Streszczenie. Przedstawiam rozwigzanie problemu prostego dla pola elektrycznego otrzymane z wykorzystaniem metody elementow brzegowych. Funkcja
opisujqgca rozklad przewodnictwa wilasciwego na rozwazanym obszarze przyjmuje dwie rézne niezerowe wartosci. Proponowane podejscie moze zostac
wykorzystane przy wyznaczaniu rozwigzania zagadnienia odwrotnego w systemie przeznaczonym do monitorowania stanu walow przeciwpowodziowych.
Drziatanie tego systemu opiera si¢ na impedancyjnej tomografii komputerowej.
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SOLUTIONS OF FORWARD PROBLEMS OBTAINED VIA BOUNDARY ELEMENT METHOD
FOR NONHOMOGENEOUS DOMAINS IN REGARD TO ELECTRICAL CONDUCTIVITY

Abstract. | present solution of the forward problem for electric field obtained through the boundary element method. The function which describes
electrical conductivity distribution on the domain possesses two different nonzero values. Proposed approach can be utilised in order to obtain solution

of the inverse problem in the flood embankment control system. Such system relies on the electrical impedance tomography.

Keywords: numerical simulation, boundary element method, forward problem
Wstep

Numeryczne metody rozwigzywania rownan rézniczkowych
i ich uktadow stanowig bardzo istotny obszar wspotczesnej nauki.
Pozwalaja one na uzyskanie rozwigzania majacego charakter
przyblizony w przypadku, gdy $ciste rozwiazanie nie jest mozliwe
do otrzymania za posrednictwem metod analitycznych. Brak
mozliwosci otrzymania $cistego rozwigzania jest bardzo czgstym
przypadkiem dla modeli opisujacych zjawiska fizyczne w sposob
realistyczny. Takie modele sa niejednokrotnie do§¢ zlozone
pod wzgledem matematycznym i sg przewaznie reprezentowane
poprzez uklady réwnan rézniczkowych. Dokladne rozwigzanie
otrzymujemy zwykle jedynie dla probleméw akademickich, gdzie
mamy do czynienia z odpowiednio uproszczonymi podejsciami
do opisu ztozonych zjawisk.

Otrzymanie numerycznego rozwigzania rownania rdézniczko-
wego albo uktadu takich réwnan jest niejednokrotnie zadaniem
wymagajacym wiele wysitku juz na etapie projektowania odpo-
wiedniego algorytmu. Wybor konkretnej metody rozwigzania
zalezy od typu réwnania, a nawet od postaci warunkéw brzego-
wych. Czasami pomocna staje si¢ mozliwo$¢ wykorzystania
odpowiedniego pakietu numerycznego, ktory z reguly dedykowa-
ny jest dla waskiej grupy probleméw z okreslonej dziedziny
badawczej. W przypadku pewnych zadan szczegdlnym wyzwa-
niem jest opracowanie algorytmow charakteryzujacych sig stabil-
noscia numeryczng. Brak stabilnosci numerycznej powoduje
znaczace znieksztalcenie koncowego wyniku obliczen. Zdarzaja
si¢ tez zagadnienia zle uwarunkowane. Wowczas mate zmiany
w danych poczatkowych w zasadniczy sposéb zmieniaja koncowe
rozwigzanie. Z taka sytuacja mamy do czynienia migdzy innymi
przy zagadnieniu (problemie) odwrotnym w impedancyjnej tomo-
grafii komputerowej (ITK).

Celem pracy badawczej jest rozwigzanie zagadnienia prostego
dla pola elektrycznego w ITK. Mozna przyjaé, ze tak postawione
zadanie sprowadza si¢ do problemu brzegowego dla réwnania
rézniczkowego czastkowego, ktére opisuje stacjonarny przeptyw
pradu elektrycznego w osrodku strefowo niejednorodnym
wzgledem przewodnictwa wlasciwego. Przyjeto, ze osrodek
ten posiada dwa wymiary przestrzenne. Z punktu widzenia
specyfiki problemu odwrotnego kluczowe znaczenie posiadajg
wielkosci fizyczne okre$lone na brzegu badanego obszaru, to jest
potencjat pola elektrycznego oraz jego pochodna w kierunku
normalnym do wspomnianego brzegu. Z tego wzgledu zasadne
wydaje sie skorzystanie z metody elementow brzegowych.

Opisany sposob podejécia do rozwigzania problemu prostego
jest uzyteczny ze wzgledu na swoje potencjalne zastosowania
praktyczne. Przyktadowo, wymieni¢ mozna tutaj system przezna-
czony do kontroli stanu watow przeciwpowodziowych. Koncepcja
dziatania systemu opiera si¢ na wykorzystaniu ITK [7]. W proce-
sie automatycznego przetwarzania zebranych danych pomiaro-
wych wazng rol¢ odgrywa wybor odpowiedniego modelu geome-
trycznego, ktory begdzie reprezentowat fragment walu przeciwpo-
wodziowego. Istotny jest takze wiasciwy wybor warunkow
brzegowych. W niniejszej pracy zostata przedstawiona propozycja
rozwigzania wymienionych powyzej problemow.

Kolejna czegs¢ artykutu zawiera zwigzte omoéwienie zastoso-
wanego formalizmu. W ostatniej czeSci zaprezentowane zostaty
wybrane rozwigzania zagadnienia prostego.

1. Metoda elementéw brzegowych

Pomyst na rozwigzanie opisanego we wstepie problemu
prostego w ITK opiera si¢ na odpowiednim wykorzystaniu metody
elementéw brzegowych (MEB). Technika ta pozwala na otrzyma-
nie przyblizonego rozwigzania w przypadku takich réwnan
rézniczkowych czastkowych, ktore sa mozliwe do przedstawienia
w postaci catkowej. Aby mozna byto uzywaé¢ MEB dla wybranego
réwnania w sposob efektywny, konieczne staje si¢ $ciste wyzna-
czenie funkcji Greena. Tak wiec, w przypadku MEB obliczenia
do okreslonego etapu wykonywane sg w sposOb analityczny.
Ponadto nalezy zauwazyé¢, ze nie przeprowadzamy dyskretyzacji
calego obszaru, a jedynie brzegu. Prawidtowos¢ ta ulatwia sporza-
dzenie modelu badanego obiektu. Pewne trudnos$ci moga pojawié
si¢ podczas prob obliczenia charakterystycznych dla MEB catek
z funkcji osobliwych. Jednak w rozwazanym przypadku sytuacja
taka nie b¢dzie miata miejsca, ze wzgledu na wykorzystanie tak
zwanych elementoéw statych.

Punktem wyjsécia do analizy ilo$ciowej jest uogdlnione prawo
Ampere’a:

VxH=]+ (1)

2|3

Wektor H oznacza natezenie pola magnetycznego, D jest
wektorem indukcji elektrycznej, natomiast j oznacza ggstosé

pradu. Poniewaz rozwazamy zjawisko kwazistacjonarne (wolno-
zmienne), wigc gesto$¢ pradu przesunigcia z dobrym przyblize-
niem wynosi zero.
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Dlatego po obliczeniu dywergencji lewej i prawej strony
rownania (1) otrzymujemy:
V-j=0. @
W o$rodku izotropowym oraz strefowo niejednorodnym
wzgledem przewodnictwa wlasciwego mamy:
gdzie konduktywno$¢ o jest wyrazona poprzez funkcje skalarna.
Potencjal pola elektrycznego zostal oznaczony symbolem u.

Problem prosty w ITK opisany jest rownaniem r6zniczkowym
czastkowym:

v.(ovu)=0. (4)
Na rownanie (4) nakladane s3 odpowiednie warunki
brzegowe.
1.1. OSrodki jednorodne
W oérodku izotropowym oraz jednorodnym wzgledem

przewodnictwa wlasciwego (o jest stale) rownanie (4) sprowadza
si¢ do rownania Laplace’a:

“u(x 2u(x
e, 2 ‘g{z’ N _, (5)
gdzie (x, y) € Q. W prosty sposob mozna wykazaé, ze postaé
catkowa roéwnania rézniczkowego (5) jest nastgpujaca:

juAgdxdy+qudy—juhdy=o. (6)
Q T r

Krzywa T’ stanowi brzeg obszaru Q. Symbol dy oznacza
infinitezymalny element dtugosci krzywej. Pochodna potencjatu
elektrycznego w kierunku prostopadtym do krzywej I' zostata
oznaczona poprzez . W MEB za g obieramy funkcje Greena,
ktora spelnia réwnanie rozniczkowe [4]:

Ag+6(r—r)=0. @)

8(r) oznacza tutaj delt¢ Diraca. Na funkcj¢ g nie naktadamy

warunkow brzegowych. Dla dwuwymiarowej przestrzeni mamy:

g(r,ﬁ)=iln[ A ] ®)

77|

gdzie A jest dodatnig liczba rzeczywista. Funkcja h jest okreslona
na krzywej I' i oznacza pochodna funkcji Greena w kierunku
normalnym do tej krzywej:
oy - 1 A(r)-(r-r)
h(r,r)=n(r)-v. g(f,r)=———"2—75". 9)
2n |F-1|

Wspomniany kierunek normalny jest zdefiniowany poprzez
unormowany wektor n(r). Wektor ten jest skierowany
na zewnatrz obszaru Q. Po wykorzystaniu wihasciwosci funkcji

Greena i delty Diraca rownanie catkowe (6) przyjmuje postaé:

c®)uE)+ Y. JuO Ty dy, = [aR) g dy,. (10)

=t i=trj

Tak jak to juz zostalo wspomniane, krzywa I' aproksymujemy
korzystajac z elementow statych. Oznacza to, ze w ramach przyje-
tego przyblizenia wielkosci U oraz q sa state wzdhuz dowolnego
elementu brzegowego. Ponadto kazdy element brzegowy jest
odcinkiem prostej. Rownanie wektorowe j-tego elementu brzego-
wego (Ij) posiada nastepujaca postac:

= - 1. -

rj(§):r(m)J+E(r(|)J— M6y )5’ (11)
gdzie ¢ e < -1, +1 >. Wektory wodzace F;),, T, oraz T,
reprezentuja odpowiednio: pierwszy wierzchotek, ostatni

wierzchotek oraz wezel elementu brzegowego (rys. 1). Poniewaz
wezet moze znajdowaé si¢ tylko w $rodku danego elementu
brzegowego, dlatego funkcja ¢ obecna w rownaniu (10) przyjmuje
tutaj tylko trzy wartosci. Jezeli dany punkt znajduje si¢ na krzywej
T, to warto$¢ funkcji ¢ wynosi 0,5. Gdy dany punkt lezy wewnatrz
obszaru Q, to warto$¢ funkcji ¢ wynosi 1, natomiast w pozo-
statych przypadkach funkcja ¢ przyjmuje warto$¢ rowna 0.
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Nalezy zauwazy¢, ze w formule (10) krzywa I' zostata podzie-
lona na N elementow. Infinitezymalny element dtugosci dany jest
og6lnym wzorem:

NEAGKAG)
dyj—,/—dg e (12)

Korzystajac z rownania (11) w naszym przypadku dostajemy:
1
dy; =5 L, d¢, (13)

gdzie L oznacza dlugos¢ j-tego elementu brzegowego:
L :|F(|)J - F(f)J|' (14)
Aby podczas obliczen numerycznych zaistniala mozliwos¢
wykorzystania wzoru (10) nalezy wprowadzi¢ jeszCze pewne
modyfikacje, zgodnie z zalozeniami wlasciwymi dla statych
elementow brzegowych. Niech punkt okreslony wektorem wodza-
cym 1, bedzie potozony na krzywej I. Po przeprowadzeniu
odpowiednich przyblizen otrzymujemy:

Zu®)+ 2 u(R) [hE R dy, =Y o) [oF ) dr,.  (9)

W réownaniu (15) za . mozemy przyja¢ wektor wodzacy

dowolnego wezta. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

G, = [9(F.7)dy;,
L (16)
H, :EéijJrih(r,r,)dyl.

Symbol &; oznacza delt¢ Kroneckera. Diagonalne elementy

macierzy H oraz G sg wyrazone poprzez $ciste wzory:

G, = i{l n[EJ +1},
2 L, a7

W przypadku elementow brzegowych wyzszych rzgdoéw
wyznaczanie elementéw diagonalnych wymusza konieczno$é
numerycznego obliczenia catek z funkcji osobliwych [8].

y wierzchotek
poczatkowy: § = -1
wezet: §=0
wierzchotek
r koncowy: § = +1
I
(]
X

0

Rys. 1. Struktura geometryczna statego elementu brzegowego

Korzystajac z wprowadzonych powyzej oznaczen rdéwnanie
(15) mozemy zapisac jako:

> H, u(R) =6, a(). (18)

W ten sposob otrzymujemy uktad sktadajacy si¢ z N liniowych
rownan algebraicznych na nieznane (nie okreSlone poprzez
warunki brzegowe) warto$ci potencjalu u oraz jego pochodnej g
na weztach elementéw brzegowych. Uktad ten musi zosta¢ prze-
ksztalcony w sposdb tozsamosciowy do postaci macierzowej
A X = b, gdzie x jest niewiadoma, natomiast A oraz b sg znane.
Dopiero po otrzymaniu rozwigzania liniowego ukladu réwnan
mozemy przystapi¢ do obliczenia potencjatu oraz jego gradientu
w punktach potozonych wewnatrz rozpatrywanego obszaru:

U(F) = a(f) [9(F.F) d7, = D u(F) [h(F F)dy,. (19)
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1.2. Ofsrodki strefowo niejednorodne

W o$rodku izotropowym oraz strefowo niejednorodnym
wzgledem przewodnictwa wiasciwego potencjat pola elektryczne-
go jest opisany rownaniem (4). Przyjmijmy teraz, ze domeng Q
mozna podzieli¢ na dwa podobszary, na ktorych konduktywnos¢ o
jest stala. Wowczas na kazdym z tych podobszaréw potencjat
spelnia rownanie Laplace’a. Zatem dla kazdego z nich mozna
zastosowac opisany w poprzednim podrozdziale pracy formalizm
obecny w MEB.

@ a0 @ @
us, q us, g

Rys. 2. Granica migdzy osrodkami o réznych przewodnictwach wlasciwych. Punkt W
oznacza wezel elementu brzegowego. Wektor normalny jest skierowany na zewngtrz
odpowiadajgcego mu osrodka

Osobnej analizy wymaga natomiast zwigzek miedzy wielko-
$ciami fizycznymi na granicy osrodkow o roznych przewodnic-
twach wiasciwych. Nalezy zauwazy¢, ze na kazdym z weztow
lezacych na wspomnianej granicy nie s3 znane wartosci liczbowe
dla u oraz dla g. Mozliwa jest jednak eliminacja nadmiernej liczby
niewiadomych. Niech u® oraz q¥ oznaczaja wielkosci fizyczne
w j-tym osrodku przypisane do jednego wezta wybranego elemen-
tu brzegowego potozonego na granicy (rys. 2). Poniewaz potencjat
pola elektrycznego oraz wektor gestosci pradu sg reprezentowane
poprzez funkcje ciagle, dlatego zachodza nastgpujace relacje:

®_y@
u® =u", (20)
0,99 +0, 9% =0,

gdzie o jest przewodnictwem wiasciwym j-tego podobszaru.

2. Obliczenia numeryczne

Wszystkie wielkosci fizyczne obecne na poszczegdlnych
wykresach znajdujacych si¢ w tym rozdziale pracy wyrazone sa
w jednostkach uktadu SI. Ponadto zakladamy, ze dodatnia stala
obecna we wzorze (8) przyjmuje warto$¢: A=1m.

Aby przeprowadzi¢ obliczenia numeryczne w oparciu
o zalozenia sformulowane w poprzednim rozdziale pracy zostat
napisany odpowiedni program komputerowy. Implementacja
MEB w wariancie dla o$rodka strefowo niejednorodnego zostata
wykonana w $rodowisku Matlab R2012a. Wybor ten podyktowa-
ny byl wzgledami praktycznymi. W $rodowisku Matlab
wspomniang implementacje MEB mozna wykona¢ w stosunkowo
krotkim czasie.

Utworzony program pozwala na wykonanie obliczen
dla oérodkow strefowo niejednorodnych z dwoma niezerowymi
i réznymi od siebie wspotczynnikami konduktywnoéci. Dopusz-
czalny jest takze przypadek, gdzie jeden podobszar jest zawarty
wewnatrz drugiego. Nie zostaly uwzglednione tak zwane elementy
nieskonczone. Z tego wzgledu kazda krzywa opisujaca dowolny
podobszar musi by¢ krzywa zamknigta. Omawiany program dziata
w sposob sekwencyjny. Porzadek kluczowych etapow obliczen
zostal przedstawiony na rys. 3.

Elementy macierzowe (16) zawierajace catki krzywoliniowe
niezorientowane z funkcji Greena oraz z jej pochodnej obliczono
za pomoca kwadratury Gaussa-Legendre’a. Wykorzystano pigc
par skladajacych si¢ z wezta interpolacji oraz odpowiadajacej
mu wagi. Dla przypadku i = j (elementy diagonalne) wyprowa-
dzono wzory analityczne (17).
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‘ START

Woprowadzenie wspotrzednych wierzchotkéw definiujgcych krzywe
brzegowe kazdego z podobszaréw. Zadanie warunkéw brzegowych.
Okreslenie wartosci przewodnictwa wiasciwego. Wprowadzenie
wspétrzednych punktéw potozonych wewnatrz podobszaréw.
Okreslenie warto$ci statej obecnej we wzorze na funkcje Greena.

Wyznaczenie wspotrzednych wezta, sktadowych wektora
normalnego, sktadowych wektora stycznego oraz ditugosci
dla poszczegélnych elementéw brzegowych.

Obliczenie macierzy H oraz G osobno dla wszystkich podobszaréw.

Skonstruowanie macierzy H oraz G dla petnego obszaru.

Reorganizacja macierzy H oraz G wyznaczonych dla petnego
obszaru w celu otrzymania liniowego uktadu réwnan.

Rozwigzanie liniowego uktadu réwnan.

Obliczenie potencjatu oraz jego gradientu dla punktow
potozonych wewnatrz kazdego z podobszaréw.

STOP

Rys. 3. Schemat blokowy wykonanej implementacji MEB

2.1. Rozwiazanie zagadnienia testowego

W celu sprawdzenia poprawnosci dziatania rozwazanego
programu za jego pomocg zostal rozwigzany pewien problem
testowy. Przyjeto, ze wspolczynniki przewodnictwa wiasciwego
przyjmuja wartosci: o1 = 1 Sm™ oraz o, = 4 Sm'%. Dla prostokatnej
domeny (rys. 4) warunki brzegowe zostaty zdefiniowane w nastg-
pujacy sposob:

u(F) = 6Vdla{(xy): x=0,0<y<m}
Clavdla{(xy): x=2m, 0<y<m}’ (21)
q(r)=0dla{(xy): 0<x<2m, y=0vy=m}

Po prostych obliczeniach otrzymujemy $cisty rezultat:

(6—4ijv dla{(xy): 0<x<m,0<y<m}
u, (F) = ( " .(22)

3—1]v dla {(xy): m<x<2m, 0<y<m}
m

Wzor (22) wykorzystano podczas wyznaczania bledu procen-
towego dla rozwigzania otrzymanego za pomoca MEB. Btlad ten
zostat obliczony zgodnie z formuta:

u, —u,

Au,, = -100%, (23)

a
gdzie us reprezentuje wynik symulacji komputerowej, natomiast u,
oznacza warto$¢ $cistg.
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Dyskretyzacja obszaru Q zostata pokazana na rys. 4. Na brze-
gu kazdego z podobszaréw zaznaczono wszystkie wezty elemen-
tow brzegowych, a takze wektory normalne (w wybranych punk-
tach). Dany wektor normalny jest zawsze skierowany na zewnatrz
podobszaru z ktorym jest powigzany. Rozwigzanie otrzymane
numerycznie przedstawia rys. 5, natomiast btad procentowy zostat
pokazany na rys. 6. Brzeg kazdego z podobszarow zostat podzie-
lony na 100 elementéw. Widzimy, ze przy tak wybranej dyskrety-
zacji potencjal pola elektrycznego zostal wyznaczony w dosé
doktadny sposob. Wspomniany btad jest niewielki i nie przekracza
0,25 %. Przestrzenny rozktad bledu jest w przyblizeniu jedno-
rodny poza dwoma niewielkimi obszarami zlokalizowanymi
w otoczeniu punktéw gdzie spotykaja si¢ trzy elementy brzegowe.

O T{m) - podobszar (1)
X Fim) - podobszar (2)
=i - podobszar (1)
=7i - podobszar (2)

[ | | .l
QXXX XXX XXX XK XK XK XK XXX

Ixxxxx]xxxxx]
' v v

05

y Y

F =< HEXXXHXHH XXX X

xxxxxllxxxxxxxxxxxxxxxxx

o
o
(%)
-
-
o
N

Rys. 4. Model testowy utworzony w celu weryfikacji poprawnosci dzialania programu

1 6
>
3
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0 0.5 1 1.5 2

X
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N

Rys. 5. Przestrzenny rozktad potencjatu pola elektrycznego dla modelu testowego
otrzymany za pomocqg MEB
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0.05
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Rys. 6. Przestrzenny rozklad bledu procentowego otrzymany dla numerycznego
rozwigzania zagadnienia testowego

2.2. Rozwiazanie problemu prostego

Podczas przeprowadzania badan nad zagadnieniem prostym
dla pola elektrycznego w pierwszej kolejnosci nalezy wprowadzié
odpowiedni model geometryczny. Jest on zalezny przede wszyst-
kim od sposobu rozmieszczenia elektrod wchodzacych w sktad
systemu opartego na EIT. Wyrdzniamy elektrody pradowe (pola-
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ryzuja badany obszar) oraz elektrody napigciowe (zapewniaja
mozliwo$¢ pomiaréw napigcia mi¢dzy okreslonymi punktami).
Elektrody moga by¢ potozone w jednej plaszczyznie prostopadtej
do koryta rzeki [7]. Do takiego przypadku odnosi si¢ dwuwymia-
rowy model uszkodzonego watu przeciwpowodziowego zaprezen-
towany na rys. 7. Zaznaczono tutaj przekrdj poprzeczny walu.
Ponadto na rys. 8 mamy pokazana dyskretyzacje badanego obsza-
ru. Na brzegu kazdego z podobszaréw domeny Q zaznaczono
wezly wszystkich elementéw brzegowych oraz wektory normalne
(w wybranych punktach). Podobszar (1) reprezentuje wspomniane
uszkodzenie. Wybor ksztattu domeny nie jest jednak sprawa
jednoznaczng. W ogodlnosci dopuszcezalna jest takze taka mozli-
wos¢, ze brzeg modelowanego obszaru bedzie opisany krzywa
otwartg. Wymusza to jednak zastosowanie nieskonczonych
elementow brzegowych.

Kolejng kwestia wymagajaca rozstrzygnigcia jest wybor
wartosci przewodnictwa wiasciwego dla kazdego z podobszarow.
Konduktywno$¢ gleby zalezy miedzy innymi od jej rodzaju oraz
struktury [6]. Ponadto czynnikiem majacym istotny wplyw
na przewodnictwo wiasciwe gleby jest takze jej wilgotnos¢.
Wyniki badafi zamieszczone w publikacji [6] pokazuja,
ze przewodnictwo wlasciwe gleby jest rosnaca funkcja jej wilgot-
nosci objetosciowej. W przyjetym modelu watu przeciwpowo-
dziowego podobszar (1) charakteryzuje si¢ znacznie wigksza
wilgotnoscia w poroéwnaniu do podobszaru (2). Na potrzeby
niniejszego artykutu mozna przyjaé, ze usrednione konduktywno-
$ci wynosza [6]: 61 =20 mS m? oraz 5, =5 mS m™.

brzeg obszaru Q =---sssssesseeesseeneaaaaas

obszar o zwigkszonej
wilgotnosci

Rys. 7. Przekroj poprzeczny koryta rzeki oraz watu przeciwpowodziowego
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Rys. 8. Model cz¢sciowo uszkodzonego walu przeciwpowodziowego

Pozostaje jeszcze okre§lenie warunkow brzegowych. Zgodnie
z rys. 7 krzywa brzegowa dla domeny Q jest trapez. Na dhuzszej
podstawie trapezu ktadziemy u = 0 (jednorodny warunek Dirichle-
ta). Identyczny warunek wybieramy na dolnej polowie lewego
ramienia trapezu z tego wzgledu, ze na tym odcinku wat przeciw-
powodziowy posiada kontakt z rzeka. Poza dwoma wybranymi
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wezlami, ktore wyznaczaja polozenie elektrod pradowych
na pozostatej czesci krzywej I' przyjmujemy jednorodny warunek
Neumanna (q = 0). Pomi¢dzy elektrodami pradowymi przytozone
jest napiecie wynoszace 10 V.

Na potrzeby obliczen numerycznych dokonano dyskretyzacji
brzegu podobszaru (1) na 62 elementy, natomiast brzegu podob-
szaru (2) na 225 elementoéw (rys. 8). Wyniki obliczen numerycz-
nych dla dwoch przyktadowych potozen par elektrod pradowych
zostaly pokazane na rys. 9. Poniewaz potencjat pola elektrycznego
dla tych elektrod wynosi £5 V, wigc na tej podstawie mozna tatwo
ustali¢ ich lokalizacje na omawianym rysunku. Podczas wykony-
wania badania tomograficznego obiekt jest polaryzowany na kilka
lub kilkanascie réznych sposoboéw. Ma to na celu zwigkszenie
doktadnos$ci zobrazowania jego struktury wewngtrznej [2]. Rys. 9
przedstawia rozklady potencjatu pola elektrycznego na catym
obszarze. Jednak podczas rozwigzywania problemu odwrotnego
wystarczy obliczy¢ wielkosci charakteryzujace pole elektryczne
tylko na brzegach obu podobszarow.
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Rys. 9. Przestrzenne rozktady potencjatu pola elektrycznego stanowigce przyktadowe
rozwiqzania problemu prostego w ITK dla struktury pokazanej na rys. 7 (wal
przeciwpowodziowy). Wyniki otrzymano dla dwoch roznych polozen par elektrod
pradowych
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3. Podsumowanie

Implementacja MEB, ktora zostata wykorzystana do rozwia-
zania problemu prostego jest czeScia systemu przeznaczonegO
do badania stanu waléw przeciwpowodziowych za pomocg
ITK. Zarys koncepcji dziatania tego systemu zostal opisany
w pracy [5].

Przedstawione w niniejszym artykule wyniki pokazuja,
ze zagadnienie proste dla pola elektrycznego w osrodku strefowo
niejednorodnym moze zosta¢ skutecznie rozwigzane za pomoca
odpowiedniej implementacji MEB. Stwarza to mozliwo$¢ zasto-
sowania opracowanej implementacji przy rozwigzywaniu proble-
mu odwrotnego w ITK. W tym podejéciu, oprocz wspomnianej
juz MEB wykorzystywana jest takze metoda zbioré6w poziomico-
wych oraz metoda gradientowa [2, 7].

Aby zaistniata mozliwos¢ rozwigzania zagadnienia odwrotne-
go planowane jest odpowiednie uogélnienie programu. Uogdlnie-
nie to bedzie przeprowadzone w taki sposob, aby w rownaniu (4)
mozliwe bylo uwzglednienie cztonu zrédtowego. Potrzeba wpro-
wadzenia takiej modyfikacji wynika stad, ze metoda gradientowa
w kazdym kroku iteracyjnym zaklada rozwigzanie dodatkowego
rébwnania (zwanego réwnaniem sprz¢zonym), ktore zawiera tego

typu wyraz [2].
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