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IMPEDANCJE WEASNE I WZAJEMNE SZYNOPRZEWODOW
PROSTOKATNYCH O SKONCZONEJ DLUGOSCI
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Streszczenie. W artykule przedstawiono analityczng metodg obliczania impedancji uktadéw szyn prostokgtnych. Metoda ta oparta jest na teorii
indukcyjnosci czgstkowych. W szczegdlnosci opisano impedancje szynoprzewodow prostokgtnych w ukladzie tréjfazowym z przewodem neutralnym.
Wyznaczono rezystancje i reaktancje takiego wieloprzewodowego ukladu szynoprzewodoéw prostokgtnych z uwzglednieniem zjawiska naskorkowosci
i zblizenia. Przeprowadzono rowniez pomiary impedancji ekranowanego toru wielkoprgdowego o przewodach prostokgtnych.

Stowa kluczowe: szynoprzewdd prostokatny, tor wielkopradowy, impedancja, metoda analityczna

SELF AND MUTUAL IMPEDANCES OF RECTANGULAR BUS-BARS OF FINITE LENGTH

Abstract. In this paper, a new numerical method of calculating rectangular busbar impedance is proposed. This method is based on integral equation
method and partial inductance theory. Results for resistances and reactances for these systems of multiple rectangular conductors have been obtained.
Skin and proximity effects have also been taken into consideration. The validation of the proposed method is carried out through FEM and laboratory

measurements, and a reasonable level of accuracy is demonstrated.

Keywords: rectangular busbar, high-current bus duct, impedance, analytical method
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Tory wielkopradowe z miedzianymi lub aluminiowymi
szynoprzewodami  prostokgtnymi  czg¢sto  sg  stosowane
w rozdzielniach i stacjach elektroenergetycznych ze wzgledu
na fatwo$¢ ich montazu i eksploatacji. Ich prady znamionowe
osiggaja wartosci do 10 kA, =za$§ napigcia znamionowe
to zazwyczaj 10-30 kV [1-7, 9-12]. Typowy tor wielkopradowy
z szynoprzewodami prostokatnymi przedstawiono na rysunku 1.

Rys. 1. Tréjfazowy tor wielkoprgdowy (Model PELPO produkowany przez
Elektrobudowa Katowice)

W przypadku  uktadu  przewodéw  réwnoleglych
nierownomierny rozktad gestosci pradow w tych przewodach
spowodowany jest zjawiskiem naskorkowosci jak réwniez
zjawiskiem zblizenia, ktére w sposdb istotny wplywaja
na ich impedancja wtasne i wzajemne [1, 2]. Zdefiniowanie tych
impedancji jest celem niniejszej pracy.

1. Impedancje szynoprzewodéw prostokatnych
o skonczonej dlugosci

Obiektem badan niniejszej pracy jest przypadek trojfazowego

ekranowanego toru wielkopradowego z szynoprzewodami
prostokgtnymi przedstawiony na rysunku 2.
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Rys. 2. Ekranowany tréjfazowy tor wielkoprgdowy

Wiele elektroenergetycznych uktadow przesytowych takich
jak linie napowietrzne i kablowe oraz tory wielkopradowe moze
by¢ traktowane jako uktady wieloprzewodowe o N przewodach
rownolegtych [1, 2]. W przypadku N réwnolegtych przewodow
o dhugosci | oraz konduktywnosci o; (i = 1, 2,..., N) i przekroju
poprzecznym S; z pradami sinusoidalnymi o pulsacji o
oraz zespolonych wartosciach skutecznych |; skierowanych
zgodnie z osig Oz, zespolona gesto$¢ pradu ma tylko jedng
sktadowa wzdhuz tej osi, czyli:

‘li(x):azii(x) (1)

Wtedy tez wektorowy potencjal magnetyczny 4 mozna

zapisa¢ jako:
A(X)=2,A(X) )
a catkowita gestos$¢ pradu J, jako:
3,(X)=0,E,(X) ©)
Oznaczajac  spadek napigcia na jednostke dhlugosci

szynoprzewodu jako U;, otrzymujemy nastepujace rownanie
catkowe dla I-tego przewodu:

J. (X j NoLT
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gdzie:

X = X(X1, Y1, Z1) jest punktem obserwacji, Y = Y(Xz, Yo, Zp) jest

punktem zrodlowym, p,, = \/(xz %)+ (Y, =Y +(z,-2)°
jest odleglo$cia migdzy punktem obserwacji X a punktem
zrodtowym, V; oraz vj sa odpowiednio objetoscig i-tego oraz j-tego
przewodu, U; jest jednostkowym spadkiem napiecia (w V-m')
wzdtuz i-tego przewodu, przy czymi,j=1,2,...,N.

W przypadku przedstawionym na rysunku 2 réwnanie
catkowe dla kazdego szynoprzewodu oraz ostony zapisuje si¢
W postaci:

ii,k(x)+ja)}l0 N, 3 lj,l(Y) dv.

=y (6)
O 4 T3 v Pxy e
gdzie:
o N jest liczbg faz wraz z obwodem neutralnym i ostona;
i,j=1,2,...,Nc (N, = 5),

e N; jest liczbg szynoprzewodow przypadajagcych na faze
lub obwod neutralny ewentualnie liczba ptyt ostony
(zazwyczaj 4); k, 1=1,2,...,N;.
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Jesli funkcje gestosci pradow J; (X) oraz J, (Y) sa

nieznane lub trudne do wyznaczenia, to wtedy kazdy z przewodow
uktadu przedstawionego na rysunku 2, tacznie z przewodzacymi
ptytami ostony, moze by¢ podzielony na przewody elementarne.
Podziat Kk-tego szynoprzewodu prostokatnego i-tej fazy
lub obwodu neutralnego jest dokonywany oddzielnie w kierunku
poziomym (o$ Ox) i pionowym (0§ Oy). W ten sposdb otrzymuje

sic  prostokatne  przewody  elementarne  odpowiednio
o szeroko$ciach Aa 1 wysokosciach Ab, okreslonych
nastgpujacymi wzorami:
a b
Aa=— Ab=— (7)
[ @)
N, N,

gdzie a oraz b sa odpowiednio szerokoscia i wysokoSciag
szynoprzewodu prostokatnego, N{*®oraz N
podziatlu odpowiednio szerokosci i wysokosci szynoprzewodu.
Zatem catkowita liczba przewodow elementarnych k-tego
szynoprzewodu i-tej fazy wynosi N, =N"N{ i sa one

sg liczbami

numerowane przez m = 1, 2, ..., Nj,. Dla I-tego szynoprzewodu
j-tej fazy lub obwodu neutralnego catkowita liczba przewoddéw

elementarnych wynosi N, =NUYN{" i s3 one numerowane

przez n =1, 2, ..., Nj;. Pozioma plyta ostony dzielona jest N**
i . 610 s .
w kierunku poziomym oraz N> w kierunku pionowym. Plyta
pionowa ostony jest odpowiednio dzielona N{* w kierunku
pionowym oraz N®* w kierunku poziomym, czyli

A B

AM=—— AB=——— (8)
(5.k) (5.k)
N, Ny5
t t
Aty = NGB T = NGO 9)
y Ix

gdzie A oraz B sa odpowiednio szeroko$ciami dwoch poziomych
i dwoch pionowych plyt ostony, t jest ich gruboscia oraz k = 1, 2.
Wszystkie przewody elementarne maja dtugo$é 1.

Jesli pole przekroju poprzecznego S’ =Aa-Ab  m-tego

przewodu elementarnego jest bardzo mate, tzn. jesli przekatna

\(A2)? +(Ab)® tego przekroju nie jest wigksza niz glebokos¢
wnikania fali elektromagnetycznej, to w takim przewodzie
elementarnym mozna poming¢ zjawisko naskorkowosci i wtedy
mozna zalozy¢ stala w calym przekroju zespolona gesto$¢ pradu
W postaci:

(m)

I
J i(m) _ —ik (10)
=ik Si(vk)

I(m)

gdzie I;’~ jest zespolonym pradem w m-tym przewodzie

elementarnym.
Wtedy tez dla m-tego przewodu elementarnego mozna zapisacé
réwnanie

IR X)) jop, W —(Jnl)(Y) m _
T+4_nZZZJ vy =u, (11)

i j=1 1=l n=l Vi XY

gdzie v{} jest objetoscia n-tego przewodu elementarnego

szynoprzewodu lub ekranu I-tego szynoprzewodu j-tej fazy,
obwodu neutralnego lub ostony.

Nastgpnie rownanie (11) dzieli si¢ przez pole S(”‘)l calkuje

po objetosci V() m-tego przewodu elementarnego, otrzymujac
réwnanie:

N
R + JC"ZZZM((IHL)“()J nl (ln|) =Y, (12)

j=1 1=1 n=1
gdzie U; jest spadkiem napigcia na przewodzie elementarnym i-tej
fazy, obwodu neutralnego lub ostony.
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W powyzszym rownaniu rezystancj¢ m-tego przewodu

elementarnego mozna przedstawic¢ jako:
|
Ri(rk") —
' O-iSi(,rlF)
za$ jego indukcyjnos¢ wiasna lub indukcyjno$é wzajemna miedzy
dwoma przewodami elementarnymi
i, AV ov'?

M (m,n) _ ik jl (14)
@ikan = (m)g (n)
4n S;,°S )] o o Pxy

(13)

Uklad réwnan typu (12) zapisanych dla kazdego przewodu
elementarnego jest zespolonym uktadem réwnan liniowych
u=z1 (15)
gdzie U i | s3a odpowiednio kolumnowymi wektorami napig¢
i pradéow w kazdym z przewoddéw elementarnych, za§ Z jest
symetryczng macierza impedancji wilasnych i wzajemnych,
tzw. macierza impedancji wszystkich przewodow elementarnych.
Macierz impedancji
réwniez macierzami (podmacierzami):

2] 2] o 2]

(L)L) (Lk)21y (LkXNc.1)

200, 20 o 1200

Z = _(2k)(1|) _(Qk)(z\) _(Qk)(NC 1)

Z jest macierza, ktorej elementy sa

(16)

Z500] 250 2]

(Ng k)(LI) (Ng.k)2.1) (N¢ .k)(Nc.l)

gdzie  podmacierze [(,""k;(m]majq element zawierajace

impedancje wlasne oraz impedancje
przewodami i-tej oraz j-tej fazy:

(m n) (m n)
- [—(J . nl [—(J DN ]
m,n .
[—u K |)] B an
(m n) (m,n)
[—(JN)('l)] [;(JN)(IN)]

Elementami macierzy Z sa

200 {R(T +joM{R, dam=n,i=jk=I (18)

wzajemne mig¢dzy

WD T oM ((I”;(;‘( n w pozostalych przypadkach.

Nastepnie znajduje si¢ macierz admitancji Y , ktora jest

odwrotng macierzg impedancji i wyraza sie wzorem

Y [_Zukx)m] - (19)

Wtedy tez mozliwe jest wyznaczenie pradu w m-tym

przewodzie elementarnym k-tego przewodu i-tej fazy lub obwodu
neutralnego w postaci:

N; N
L(k) ;;;Xgl k)i; =] (20)

Zatem catkowity prad i-tej fazy lub obwodu neutralnego jest
wyrazony poprzez sume:

L= e

k=1 m=1
Po podstawieniu zaleznoS$ci (20) do (21) otrzymuje sig:

1, _ZY, U, (22)
gdzie

N; Nix Nj Nj,
V=, 23)
k=1 m=1 I=1 n=l
Macierz admitancji, o elementach okreslonych wzorem (23),
umozliwia wyznaczenie macierzy impedancji ekranowanego,
trojfazowego z przewodem neutralnym, toru wielkopradowego
0 szynoprzewodach prostokatnych za pomocg wzoru:

Z:[;i.i]ziilz[!i,j]il (24)

Poniewaz kazda impedancja Z;; wyznaczona jest z macierzy,
ktéra wyznacza si¢ tylko z konstrukcji toru wielkopradowego oraz
wlasciwosci materialowych, jej warto$¢ nie zalezy od pradow
fazowych i pradu w obwodzie neutralnym. Pomimo tego zjawiska
naskorkowosci i zblizenia sg uwzgledniane.
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Impedancje  toru  wielkopradowego,  przedstawionego
na rysunku 2, dane sa poprzez macierz kwadratowa 0 rozmiarze
4x4. W teorii obwodow impedancje Z; oraz Z; nazywane
sa odpowiednio impedancjami wilasnymi oraz wzajemnymi,
ktorych nie nalezy jednak taczy¢ z klasycznym okre$leniem
impedancji whasnych i wzajemnych obwodoéw zamknigtych.

Impedancje Z;i oraz Zj wystarczajg catkowicie do opisu
zachowania si¢ obwodu elektrycznego ale nie majg one
interpretacji fizycznej, a przez to nie moga by¢ wyznaczone
poprzez pomiar. Jesli jednak jeden z szynoprzewodow, np. N-ty,
zostanie przyjety jako tzw. przewodd odniesienia, to moze by¢
on przyjmowany jako przewod powrotny dla pozostalych
przewodow. Jesli np. istnieje tylko prad fazowy I;, to jego powrot
do Zrédia zasilania nastepuje poprzez szyn¢ neutralng — rysunek 3.
Oznacza to, ze prad ten istnieje w zamknigtej petli i-N. Wtedy
zespolone napigcia, jako spadki napie¢ i napigcia indukowane
przez prad |; opisane sa nastgpujacymi klasycznymi wzorami:

U=Z; L,+Z, 1, = -Z) ] (25)

L_Jj:Zji li+sz lN:(Zji _sz)li (26)
U,=ZyLi+Z 1, :(ZNi _;NN)L (27)

Rys. 3. Model obwodowy toru wielkoprqdowego z prgdem i w petli zamknigtej
i-N oraz impedancjami Z; oraz Zjj

Napigcie miedzy zaciskami i-N opisane jest rOwnaniem:

U, =U,-U, =(Z,-Zy-Zy+Z) 1, (28)
za$ napiecie miedzy zaciskami j-N ma postac:
ng :gj_L_JN:(Zji_ZjN _;Ni"';NN)li (29)

Nastepnie wprowadza si¢ definicje impedancji wilasnej petli
i-N w postaci:

U
7, ==N_-7 7 -7 +Z (30)

Zii I Zi &N T EN T EW

oraz definicje impedancji wzajemnej migdzy petla i-N oraz
j-N jako:
U iN
2. ===z -7 -Z.+Z (31)

=iji I =i =N =Ni —NN

—i
W rezultacie otrzymuje si¢ macierz kwadratowa impedancji
o wymiarze (n-1)x(n-1) zlozong z elementow z; oraz z;.
Macierz t¢ nazywa sie zredukowana macierza impedancji, ktora
w przypadku z rysunku 2 ma postaé:

le ZlZ Z13
1=1Zy Z, Iy (32)
Z31 Z32 Z33
Wtedy tez schemat zastgpczy trdjfazowego  toru

wielkopradowy z szynoprzewodem neutralnym zawiera tylko
3 impedancje wiasne oraz 6 impedancji wzajemnych — rysunek 4.
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Rys. 4. Model obwodowy toru wielkoprqdowego z prgdem i w petli zamknietej
i-N oraz zredukowanymi impedancjami wlasnymi z; oraz wzajemnymi z;;

2. Przyklad obliczeniowy

W celu weryfikacji otrzymanych wzoréw dokonano pomiarow
impedancji na rzeczywistym torze wielkopradowym (rys. 5) oraz
przeprowadzono symulacje korzystajac z programu FEMM [8]
Opartego na metodzie elementéw skonczonych (rys. 6).

Rys. 5. Stanowisko pomiarowe: 1 — tor wielkoprgdowy, 2 — otwarta pokrywa ekranu,
3 — wymuszalnik prgdowy, 4 — petle Rogowskiego, 5 — woltomierz, 6 — fazomierz,
7 — oscyloskop

Rys. 6. Dyskretyzacja szynoprzewodu typu PELPO

Zgodnie z rysunkiem 2 wymiary wynosza: a =60 mm,
b=b;=5mm, d=d; =90 mm. Przewody fazowe zawieraja
po dwie szyny prostokatne, za§ przewod neutralny zawiera jedna
szyne, a stad N; = N, = N3 =2 oraz N4 = 1. Szyny fazowe i szyna
neutralna sa szynami miedzianymi o konduktywnosci
=56 MS'm . Czestotliwos¢ pradow fazowych f = 50 Hz.
Obudowa szynoprzewodu wykonana jest z aluminium
o konduktywnosci o5 = 34 MS'm . Wymiary obudowy wynosza:
A =400 mm oraz B =126 mm, a grubos¢ jej scianek t=3 mm.
Potozenie $cian obudowy wzgledem szyn okreslone jest przez
a; =35mm and b, =45 mm. Wyniki obliczen przedstawiono
w tabeli 1.
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Tabela 1. Impedancje wlasne i wzajemne w mQ trojfazowego szynoprzewodu typu PELPO

ISSN 2083-0157

Nf Metoda 1(L1) 2(L2) 3(L3) 4(N)
1 IEM 0.193+j 1.129 0.032+j 0.785 -0.011+j 0.723 0.022+j 0.776
(L1) FEM 0.207+j 0.389 0.047+j 0.066 0.013+j 0.003 0.046+j 0.060
2 IEM 0.032+j 0.785 0.195+j 1.126 0.021+j 0.777 -0.011+j 0.723
(L2) FEM 0.047+j 0.066 0.207+j 0.386 0.046+j 0.061 0.013+j 0.003
3 IEM -0.011+j 0.723 0.021+j 0.777 0.178+j 1.098 -0.032+j 0.714
(L3) FEM 0.013+j 0.003 0.046+j 0.061 0.209+j 0.362 0.003—j 0.004
a(N) IEM 0.022+j 0.776 -0.011+j 0.723 -0.032+j 0.714 0.291+j 1.117
FEM 0.046+j 0.060 0.013+j 0.003 0.003—j 0.004 0.324+j 0.402
Tabela 2. Zredukowane impedancje wlasne i wzajemne w mQ tréjfazowego szynoprzewodu typu PELPO
i Metoda 1(L1) 2(L2) 3(L3)
1 IEM 0.443+j 0.693 0.313+j 0.403 0.289+j 0.349
(L1) FEM 0.438+J: 0.671 O.312+]: 0.406 0.288+J: 0.350
MM 0.459+j 0.717 0.346+j 0.447 0.320+j 0.375
2 IEM 0.313+j 0.403 0.511+j 0.798 0.357+j 0.458
(L2) FEM 0.313+j 0.406 0.505+j 0.782 0.354+j 0.464
MM 0.346+j 0.441 0.557+j 0.866 0.392+j 0.505
3 IEM 0.289+j 0.349 0.357+j 0.458 0.534+j 0.788
(L3) FEM 0.288+j 0.350 0.354+j 0.464 0.527+j 0.772
MM 0.317+j 0.365 0.393+j 0.507 0.587+j 0.797

Pomiary  impedancji dokonano  na  odpowiednio
przygotowanym stanowisku laboratoryjnym zgodnie z rysunkiem
5. Tor wielkopradowy zasilano pradem o nat¢zeniu 1 kA. Pomiar
pradu odbywatl si¢ poprzez petle Rogowskiego o doktadnosci
+1%, za§ pomiar napigcia za pomoca cyfrowego woltomierza
0 klasie +0,1%. Kat przesuni¢cia fazowego pomiedzy pradem
a napigciem mierzony byl za pomoca fazomierza o dokladnosci
+1%. Rzeczywista dlugos¢ toru wynosi 4,6 m, natomiast w celu
uniknigcia wpltywu przewodow zasilajacych, pomiary spadkow
napi¢cia wykonywano na odcinku 3,9 m. W celu obliczenia
zredukowanej macierzy impedancji, dokonywano pomiaréw
wartosci skutecznych pradu i napigcia oraz kata przesunigcia
fazowego pomiedzy ich warto$ciami chwilowymi. Pomiary
powtarzano kilkakrotnie a warto$ci zmierzonych impedancji
przedstawiono w tabeli 2.

Przedstawione ponizej wartosci impedancji poréwnano
z rezultatami otrzymanymi z zastosowaniem metody rownan
catkowych (IEM), elementéw skonczonych (FEM) i wynikami
pomiarow (MM).

3. Whioski

Wyprowadzone wzory umozliwiaja obliczanie impedancji
szynoprzewodoéw. Uwzgledniaja one skonczone wymiary
poprzeczne i skonczong dhugo$¢ szynoprzewodow. Moga byé
stosowane dla dowolnych wartosci pradow zespolonych,
W szczeg6lnosci dla  przypadkéw  trojfazowych  torow
wielkopradowych z asymetriami pragdowymi.

Z przedstawionych w tabelach 1 i 2 warto$ci wynika,
ze warto$ci impedancji obliczone na podstawie rownan catkowych
sa zblizone do wartoéci zmierzonych. Blad wzglgdny nie
przekracza 10%. Wartosci zmierzone s3 nieco wigksze
od wartoéci obliczonych. Spowodowane jest to przyjeciem
pewnych uproszczen w geometrii ekranu (rys. 2) 1 nie
uwzglednieniem w modelu matematycznym rzeczywistego
ksztattu ekranu (rys. 1).

W przypadku wartosci impedancji otrzymanych za pomoca
metody elementéw skonczonych to sa one niemal identyczne
z warto$ciami obliczonymi na podstawie rownan catkowych.
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