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ZMODYFIKOWANA METODA UZYCIA FUNKCJI PROGOWYCH
W MODELACH RELACYJNYCH ROZMYTYCH MAP KOGNITYWNYCH

Grzegorz Ston
Politechnika Swigtokrzyska, Katedra Systemow Informatycznych

Streszczenie. W artykule przedstawiono sposob wprowadzenia funkcji progowej do modelu Relacyjnej Rozmytej Mapy Kognitywnej, wykorzystujgceg0
arytmetyke liczb rozmytych. Funkcyjne przetwarzanie liczby rozmytej powoduje deformacje ksztaltu liczby i jej nosnika. Zaproponowano ,,geometryczne”
podejscie do tego problemu, pozwalajgce zachowaé niezmienno$¢ nosnika oraz utrzymaé ksztalt przetwarzanej liczby rozmytej przy jednoczesnym
odpowiednim przesunigciu centrum tej liczby. Metoda zostala przetestowana na liczbach rozmytych o réznych funkcjach przynaleznosci.

Stowa kluczowe: inteligencja obliczeniowa, systemy rozmyte, rozmyte mapy kognitywne, liczby rozmyte

MODIFIED METHOD OF INTRODUCING THRESHOLDING FUNCTIONS IN MODELS
OF RELATIONAL FUZZY COGNITIVE MAPS
Abstract. The article describes the method for introducing a threshold function into a model of the Relational Fuzzy Cognitive Map that uses fuzzy numbers

arithmetic. Processing the fuzzy number by function causes deformations of the shape if this number and its support. It is proposed a geometrical approach
to this problem, allowing to maintain constancy of the support and to keep the shape of the processed fuzzy number with an appropriate shift of the center

of this number. The method was tested on fuzzy numbers with different membership functions.

Keywords: computational intelligence, fuzzy systems, fuzzy cognitive maps, fuzzy numbers

Wstep

Modelowanie proceséw jest technikg powszechnie stosowang
w analizie, syntezie i predykcji. W praktyce czgsto spotyka si¢
takie procesy, ktorych przebieg jest trudny Iub wrecz niemozliwy
do przedstawienia w klasycznej formie (tzn. z uzyciem uktadow
rownan rozniczkowych). Moze to by¢ spowodowane duza
ztozonos$cia wystgpujacych tam zjawisk, niepelng wiedza
o ksztaltowaniu si¢ analizowanych wielkos$ci (niepewno$¢) lub tez
subiektywnymi metodami szacowania warto$ci (nieprecyzyjnosc).
Brak pelnej wiedzy o charakterze procesu moze byé
kompensowany poprzez stosowanie metod tzw. inteligencji
obliczeniowej (np. sztucznych sieci neuronowych), w ktorych
zamiast dokladnego opisu matematycznego, stosuje si¢ opis
przyblizony, oparty na wyodrebnieniu kluczowych wielkosci
i szacowaniu wzajemnych relacji pomi¢dzy nimi. Tak zbudowany
model ma charakter grafu skierowanego, w ktorym wierzchotki
reprezentujag gtéwne wielko$ci procesu (rzeczywiste, badz
abstrakcyjne — o pomocniczym charakterze), a krawedzie
odwzorowuja powigzania przyczynowo-skutkowe pomig¢dzy
tymi wielko$ciami. Najprostszym przedstawicielem takiego
podejécia jest model sztucznej sieci neuronowej w postaci
wielowarstwowego perceptronu [1]. Nieprecyzyjnos¢,
przejawiajaca  si¢  subiektywnym = szacowaniem = wartoSci
poszczegdlnych wielkosci procesu, uwzglednia si¢ stosujac opis
rozmyty, czyli wykorzystujacy wartosci tzw. lingwistyczne.

W systemach bardziej ztozonych, w ktorych oddziatywania sg
wielokierunkowe i moga mie¢ dynamiczny charakter, stosuje si¢
bardziej zlozone podejscie, wykorzystujace strukture tzw.
Rozmytej Mapy Kognitywnej (RMK) [2, 4, 5, 7, 10]. Model RMK

réwniez ma postac¢ grafu skierowanego (rys. 1, gdzie: Cy,...,C, —

czynniki; e; ; — oddziatywanie pomigdzy czynnikami C; i C;),
ktérego wierzchotki reprezentuja glowne (rozmyte) wielkosci
systemu, zwane czynnikami (ang. concepts), a krawedzie (ang.
edges) — ich wzajemne (tez rozmyte) oddziatywania przyczynowe.

Rys. 1. Przyktadowy model RMK

Model z rys. 1 definiuje si¢ jako pare (1):

(CE) ()
gdzie: C={C,,..,C,} — zbior czynnikow rozmytych;
E={e;;}izj — zbibr rozmytych oddziatywan pomigdzy

czynnikami; i,j = 1, ..., n; i#j; n — liczba czynnikow.
Problemem RMK (tak, jak wszystkich modeli korzystajacych
z inteligencji obliczeniowej) jest dobor rozmytych wartosci
oddzialywan  pomiedzy czynnikami. Forma najbardziej
podstawowa jest wykorzystanie tzw. wiedzy ekspertowej (czyli
arbitralne ustalanie tych wartoSci w oparciu o doswiadczenie
jednej lub wielu osob, dysponujacych odpowiednia wiedza), lecz
metoda taka stwarza ryzyko powstania bledow, wynikajacych
z niedostatecznej wiedzy ekspertow. Dlatego tez lepiej stosowaé
bardziej obiektywne podejscie zautomatyzowane. Najczesciej
wykorzystuje si¢ do tego techniki adaptacji (czyli tzw. uczenia)
z wykorzystaniem danych historycznych, przy czym w wigkszosci
metod [7] proces uczenia jest poprzedzany wstepna transformacja
modelu rozmytego do formy ostrej. Wtedy model (1) przybiera
postac (2):
(x, w) 2
gdzie: x = {xq,...,x,} — zbidr liczb reprezentujgcych wartosci
czynnikow (zamiast {Cy, ..., Cp}); Wz{Wi,j}#]- — zbior wag

powigzan pomiedzy czynnikami (zamiast {ei,j}); i,j=1,..,n
n — liczba czynnikow.

Dodatkowo, aby uniezalezni¢ oceng sily poszczegolnych
oddziatywan od np. stosowanych miar, warto§ci czynnikéw
poddaje si¢ normalizacji (najcze$ciej maksyminowej), co rodzi
konieczno$¢ stosowania dodatkowych ,,ogranicznikow”.

Model (2) moze dziata¢ np. w oparciu o schemat (3) [10]:

n
g+ =f| 50+ Z W, A%y (0) 3)

i=1

;:tj
gdzie: j — numer przetwarzanego czynnika; n — liczba czynnikow;
t — czas dyskretny; Ax;(t) = x;(t)-x;(t-1); x;(0), x;(-1) —

zadane; f,, — funkcja progowa.

Uzyta w (3) funkcja progowa f,, (zwana tez funkcjg aktywacji)
jest takim wiladnie ,,0granicznikiem”, ktory ma za zadanie
ograniczenie wartosci wynikowej do pewnego, z gory zatozonego

przedziatu, wynikajacego z przyjetych zasad normalizacji ([0, 1]
lub [—1,1]).
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Funkcja progowa moze przyjmowaé rézne formy. Postacia
szczegblnie przydatng w modelu RMK jest (4) [9]:

1—eP*
h® = @

gdzie: B > 0 — parametr.

Dzigki zastosowaniu funkcji progowej (4) mozna uzywaé
modeli, w ktorych czynniki przyjmuja zaréwno dodatnie, jak
i ujemne warto$ci.

Tlustracj¢ ograniczajacego dziatania funkcji progowej (4) dla
B = 2 pokazano narys. 2.
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Rys. 2. Przykladowa funkcja progowa zgodna z (4), dla ktorej B = 2

Model (3) poddaje sie uczeniu (zwykle jedng z metod
populacyjnych [7]) w oparciu o0 dane historyczne — rowniez
przetworzone do postaci ostrej, po czym model transformuje sie
z powrotem do postaci rozmytej i dalej korzysta z niego na
zasadach zbioru regul. Stosowanie opisanego wyzej podejscia
stwarza problem interpretacyjny, zakltada ono bowiem odejscie
od postaci rozmytej — i to na etapie bardzo waznym, bo uczenia,
a to z kolei utrudnia niwelowanie skutkéw nieprecyzyjnosci
danych. W tej sytuacji zasadne staje si¢ pytanie o sens
wprowadzania modelu rozmytego, skoro mozna taki model
budowa¢ jako od poczatku ostry i stosowaé szybszg metode
uczenia gradientowego [4].

Dla uniknigcia takich trudnosci i dylematéw, zaproponowano
nowe podejscie nazwane Relacyjng Rozmyta Mapa Kognitywna
(RRMK) [8, 9], w ktorym model pozostaje rozmyty na kazdym
etapie dziatania: zardbwno uczenia, jak i pozniejszej eksploatacji,
a przy tym dziala podobnie jak (3) i zachowuje zdolno$¢ do
automatycznego uczenia. Takie zalozenie wymaga nowego
spojrzenia na arytmetyczne przetwarzanie danych rozmytych.

1. Zasada dzialania modelu RRMK

W modelu RRMK warto$ci czynnikow sa reprezentowane
przez liczby rozmyte, natomiast odziatywania pomiedzy
czynnikami — przez relacje rozmyte. Ma on posta¢ (5) [8, 9]:

(X,R) (®)
,Xn} — zbior liczb rozmytych opisujacych
— zbidr relacji rozmytych

gdzie: X = {X, ...
wartosci czynnikow; R = {Ri,j}#j

pomigdzy czynnikami; i,j = 1, ..., n; n — liczba czynnikéw.

Model (5) dziata wg schematu podobnego do (3), z ta réznica,
ze liczby ostre 1 wagi powiazan zastapiono liczbami rozmytymi
i relacjami rozmytymi [9]:

X+ = f,| 5O EPE©) © Xt = 1)) o Rij] | ()
\ )
i=1

i*j
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gdzie: X;(t) — rozmyta warto$¢ j czynnika w chwili t; R;; —
relacja rozmyta pomiedzy czynnikami i i j; n — liczba czynnikow;
i,j=1,...,n; t — czas dyskretny; @ - operator dodawania
rozmytego liczb rozmytych; © — operator odejmowania
rozmytego liczb rozmytych; o — operator kompozycji rozmytej
liczby rozmytej i relacji rozmytej; f, — funkcja progowa.

Liczby rozmyte sg zbiorami rozmytymi o pewnej specyfice
[5]. Podobnie, jak kazdy zbiér rozmyty, liczba rozmyta jest
zdefiniowana na okreSlonym nosniku, z tym, ze stopnie
przynaleznosci  kolejnych  elementéw tego nosnika sa
determinowane przez funkcje przynaleznosci o okreslonych
cechach (m. in. moze ona mie¢ tylko jedno maksimum
i maksimum to musi mie¢ warto$¢ 1). Na przyktad funkcja
przynaleznosci klasy G [9] rozmytej wartosci czynnika moze mieé¢
postac (7):

_(s—_ffi)z
px;(s) =e \ 7 (7

gdzie: X; — rozmyta warto$¢ i-tego czynnika; s — no$nik;

X; — centrum (znormalizowana warto$¢) i-tego czynnika;
0; — wspolczynnik rozmycia i-tego czynnika; i=1,...,n;
n — liczba czynnikow.

Przyktadowa liczb¢ rozmyta, zdefiniowana funkcja

przynaleznosci (7), pokazano na rys. 3.
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Rys. 3. Przykladowa liczba rozmyta, reprezentowana przez singletony rozmyte
(widoczne jako punkty na wykresie), obliczone zgodnie z (7). Linig przerywang
pokazano ksztalt funkcji przynaleznosci wg (7). Parametry funkcji przynaleznosci:
X =0,2; 0=0,4; s — nosnik; liczba punktow prébkowania nosnika k = 11

Relacja rozmyta jest konstrukcja znang w teorii zbiorow,
jednak nie byla ona wcze$niej wykorzystywana w budowie
modeli, takich jak RMK. Relacje rozmyte w RRMK musza mie¢
specjalng budowe, ktora bedzie odzwierciedla¢ zarowno site
powiazania, jak i jego kierunek, a dodatkowo bedzie uwzgledniac
wlasnosci rozmywania. Tego rodzaju wymagania okreslaja
ogolnych ksztatt funkcji przynaleznosci. Przyktadowa funkcja
przynalezno$ci klasy G [9] relacji rozmytej moze przybrac postaé
(8):

_<Sj—TiJ'(Si)>2

pry;(si5) =€ \ U ®)

gdzie: i, j — numery czynnikow powiazanych relacja; s;,

sj —no$niki czynnikéw powigzanych relacja; ; j(s;) — wsp. mocy

relacji rozmytej pomigdzy czynnikami i-tym i j-tym; o; ; — wsp.
rozmycia relacji rozmytej pomi¢dzy czynnikami i-tym i j-tym.

Wizualizacj¢ przyktadowej funkcji przynaleznosci relacji
rozmytej (zgodnej z (8)), pomigdzy czynnikami o numerach i, j
pokazano narys. 4.
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stopien przynaleznosci

Rys. 4. Przykiadowa relacja rozmyta, reprezentowana przez funkcje przynaleznosci
zgodng z (8). Parametry funkcji przynaleznosci: ryj = 0,4; 0;;=04; k=11 —
liczba punktow prébkowania nosnika; s;, sj — nosniki i-tej i j-tej liczb rozmytych

Warunkiem prawidlowego dzialania modelu RRMK jest
osadzenie wszystkich wystepujacych w nim wielkosci rozmytych
(zar6wno czynnikow, jak i relacji) na tym samym, statym nosniku.
Nosénik ma dyskretny charakter (jest reprezentowany przez ciag
punktow probkowania), a jego parametry (liczba i potozenie
punktow probkowania) musza by¢ utrzymywane na stalym
poziomie na kazdym etapie dziatania modelu, co stanowi pewna
komplikacje w systemie opartym na arytmetyce liczb rozmytych.
Dla modelu RRMK (6) proces uczenia polega na adaptacji
parametréw relacji rozmytej (czyli r i o), przy czym sam
mechanizm uczenia stanowi odrgbne zagadnienie, poruszane m.
in. w [8, 9] — przedstawiono tam algorytm kolejnych przyblizen ze
zmiennym krokiem zmian parametrow, ktorego zadaniem jest
odpowiednia adaptacja parametrow wszystkich relacji rozmytych,
dzialajacych w modelu.

2. Niektore problemy arytmetycznego
przetwarzania liczb rozmytych

W modelu RRMK majg zastosowanie niektore operacje
arytmetyki rozmytej: dodawania i odejmowania rozmytego liczb
rozmytych oraz kompozycji rozmytej liczby rozmytej i relacji
rozmytej. Liczby rozmyte w modelu RRMK maja postaé ciggow
singletonow rozmytych, co wymusza maksyminowy charakter
operacji arytmetycznych. Charakter ten, na przykladzie operacji
dodawania rozmytego liczb rozmytych A i B, pokazuje rownanie

(9):
HadB (s) = ?2%55 min{pia (sa), up(sg)} 9)

S=Sp+Sp

gdzie: usqp — funkcja przynaleznosci sumy rozmytej; s — nosnik
sumy rozmytej; pu, tg — funkcje przynaleznosci liczb rozmytych
AiB; s, i sg —noéniki liczb rozmytych odpowiednio A i B.

Z rownania (9) wynika, Ze operacja dodawania rozmytego
deformuje no$nik (nawet, jesli s, = sp, to nosnik wynikowy s jest
reprezentowany przez singletony rozmyte w innej liczbie
i 0 innym usytuowaniu). To samo dotyczy odejmowania
rozmytego. Stanowi to powazny problem, poniewaz warunkiem
poprawnej pracy modelu RRMK jest zachowanie statego no$nika
na kazdym etapie pracy modelu. Dodatkowo, nosnik ten jest
deformowany przy oddziatywaniach funkcyjnych — np. funkcja
progowa na pojedyncza liczb¢ rozmyta. Oddziatywania funkcyjne
nie tylko zmieniaja parametry no$nika. Deformujg tez ksztatt
funkcji przynaleznosci, co jest niedopuszczalne z punktu widzenia
skutecznosci  modelu. Niwelowanie niepozadanych skutkow
operacji arytmetycznych stanowi odrebne zagadnienie, poruszane
m. in. w [8, 9]. W niniejszej pracy przedstawiono jedynie
koncepcje¢ modyfikacji dzialania funkcji, ktorej argumentem jest
liczba rozmyta.
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2.1. Skutki dzialania funkcji progowej na liczbe
rozmyta

Zgodnie z zasadg rozszerzania [11], jesli zbior rozmyty jest
okreslony przez k singletonow rozmytych zdefiniowanych na
nosniku s, to funkcyjne odwzorowanie f oddziatuje na no$nik,
a nie na stopnie przynaleznosci poszczegdlnych singletondw:

£4) = Ha(s1) + Ba(s2) 4o ta(Sk)

f(s1)  f(s2) f(si)

gdzie: A — przetwarzany zbior rozmyty; pu, — funkcja przynalez-
nosci zbioru 4; sy, ..., Sx — kolejne punkty nosnika zbioru A.

Ta sama zasada dotyczy liczb rozmytych, co w praktyce
uniemozliwia stosowanie funkcji progowych w modelach RRMK.
Na rys. 5 pokazano funkcje przynaleznosci dwoch przyktadowych
liczb rozmytych A i B. W wyniku dodawania rozmytego uzyskuje
si¢ liczbe, ktorej centrum ma warto$¢ przekraczajaca 1 i1 nalezy
uzy¢ funkcji progowej, aby te warto§¢ ograniczy¢.
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Rys. 5. Funkcje przynaleznosci (réznych typéw) liczb rozmytych A i B, bedgceych
sktadnikami dodawania rozmytego. s — nosnik

Na rys. 6 zostal przedstawiony efekt dodawania rozmytego
liczb rozmytych A i B z rys. 5 oraz skutki uzycia funkcji progowe;j
(4), dziatajacej zgodnie z klasyczng zasada (10).
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Rys. 6. Funkcje przynaleznosci wyniku dodawania rozmytego liczb rozmytych A i B.
Linig cigglq zaznaczono wynik klasycznego dzialania funkcji progowej typu (4)
dlag =2

Z przebiegow, przedstawionych na rys. 6 wynika, ze funkcja
progowa f,, dziatajaca zgodnie z (10), koryguje potoZenie
centrum (co jest zaletg), ale deformuje przy tym ksztalt funkcji
przynaleznosci (co jest wada dyskwalifikujaca). To sprawia, ze
klasyczna metoda uzycia funkcji progowej zawodzi w systemie,
opisywanym przez liczby rozmyte, a to z kolei bardzo ogranicza
mozliwo$¢ praktycznego wykorzystania takiego rodzaju opisu.
Mozna oczywiscie tak dobra¢ parametry systemu i sposob
uczenia, zeby uzycie funkcji progowej w ogble nie bylo
konieczne, jednakze takie podejscie sprawdza si¢ jedynie przy
niewielkiej liczbie czynnikow — mozna wtedy probowaé
zmodyfikowa¢ proces uczenia ,sztucznie” zmniejszajac
poczatkowe wartosci czynnikow (a wlasciwie centrow liczb
rozmytych reprezentujacych te wartosci) tak, aby ich zagregowane
wzajemne oddzialywania nie mogly przekroczy¢ progu jedynki.
Jest to dodatkowa, subiektywna ingerencja w dziatanie procedury
uczenia i moze ona by¢ skuteczna w systemach z najwyzej
kilkoma czynnikami. W systemach bardziej ztozonych, z wigksza
liczbg  czynnikow, takie podejScie bytoby trudne do
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zaimplementowania i dlatego uzycie jakiego$ rodzaju funkcji
progowej wydaje si¢ konieczne.

2.2. Zmodyfikowana metoda stosowania funkcji
progowych w modelach RRMK

Aby unikng¢ sytuacji z rys. 6 i jednoczesnie zachowaé
korzysci plynace ze stosowania funkcji progowych proponuje si¢
zdefiniowanie nowego celu dziatania funkcji progowej:

W modelu RRMK celem stosowania funkcji progowej jest
korekta potozenia centrum funkcji przynaleznosci liczby rozmytej,
przy zachowaniu jej ksztattu i rozpietosci.

Nowe zdeterminowanie celu zmienia sposob dziatania funkcji
progowej w odniesieniu do liczby rozmytej — funkcja ta wykonuje
przesuniecie” funkcji przynaleznosci liczby rozmytej wzdhuz
nos$nika.

Przy tak postawionym problemie funkcyjne oddzialywanie na
liczbg rozmyta bedzie przeprowadzane w trzech etapach:

1) Znalezé centrum liczby rozmytej, bedgcej argumentem funkcji
(np. metodq Sredniej wazonej) — c.

2) Poddaé znalezione centrum dzialaniu funkcji progowej (np.
typu (4)), znajdujgc w ten sposéb docelowe centrum
wynikowej liczby rozmytej — ¢’:

¢ = fp(c) (11)
3) Ustalic nowe wartosci nosnikéw wszystkich singletonow
rozmytych:
si=si—c+c (12)
gdzie: i — numer kolejnego singletonu rozmytego; s; — docelowa
warto$¢ nosnika i-tego singletonu rozmytego; s; — poczatkowa
warto$¢ nosnika i-tego singletonu rozmytego.

Zaproponowana metoda zachowuje sens dziatania funkcji
progowej z jednoczesnym zachowaniem ksztattu funkcji
przynaleznosci. Dzialanie nowego podej$cia w odniesieniu do
liczb A'i B zrys. 5 zaprezentowano na rys. 7.

-4 2 0 2 4
1 ! ' ! 1
3 : :
8 0,75 f---=mm=mmen- drmmmmmeeeees LB S50 N8 THI CEPRERRRE 0,75
g ! ;
5 : :
2 i ;
& 05 - B S L - 05 e ADB
s : 4 A
5 : [} : 1 — f5(ADB)
§0,25 f----mm-ooe- 4o --r.'- ------------ [ S e r 0,25
& ' 2 :
L S 5
0 : : i 0
-4 =2 0 2 4
s

Rys. 7. Funkcje przynaleznosci wyniku dodawania rozmytego liczb rozmytych A i B.
Linig cigglq zaznaczono wynik zmodyfikowanego dziatania funkcji progowej typu (4)
dlag =2

Przebiegi z rys. 7 wskazuja, ze zaproponowane podejscie
powoduje, iz funkcja progowa zmienia tylko potozenie centrum
przetwarzanej liczby rozmytej, nie ingerujac w jej ksztalt, co jest
dziataniem korzystnym. Z drugiej strony, co bezposrednio wynika
z (12) zastosowanie opisanej wyzej metody ,,przesuniecia” funkcji
przynaleznosci wprowadza do systemu niekorzystna modyfikacje,
polegajaca na zmianie potozenia nosnikdw  singletonow
rozmytych, a w modelu RRMK taka zmiana jest niedopuszczalna.
W zwiazku z tym opisany powyzej algorytm nalezy uzupetié o
dodatkowy krok dopasowujacy:

4) Dopasowaé zmodyfikowanq funkcje przynaleznosci do stalych
punktow probkowania nosnika, przyjetych dla danego modelu

RRMK.
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Podobny problem (zmiana potozenia singletonéw rozmytych
na osi nosnika) wystepuje rowniez podczas wykonywania operacji
arytmetycznych na liczbach rozmytych i stanowi odrebne
zagadnienie, opisane gdzie indziej (m. in. w [9]). Warto tu
nadmieni¢, ze problem ten mozna rozwigza¢ np. aproksymujac lub
interpolujac  warto$ci stopni  przynaleznosci dla wczesniej
ustalonych, statych punktow no$nika. Z badan poréwnawczych
wynika, ze wystarczajaca doktadno§¢ odwzorowania uzyskuje si¢
stosujac aproksymacje odcinkowag wielomianami 3 (a niekiedy
nawet 2) rzedu.

3. Podsumowanie

Modelowanie niepewnych 1 nieprecyzyjnych systemow
z uzyciem modeli RRMK napotykato ograniczenia zwiazane
z niemozno$cia uzywania klasycznie rozumianych funkcji
progowych. Problem ten rozwigzywano ograniczajac liczbe
czynnikow oraz stosujac niskie wartosci tych czynnikow tak, aby
ich sumy (zsumowane warto$ci centrow) nie przekraczaty jedynki.
Takie podejécie ma jednak ograniczenia. Zaproponowana metoda
pozwala stosowa¢ modele o dowolnej liczbie czynnikow i pelnym
spektrum uzywanych wartosci, co znaczaco zwigksza mozliwy
zakres zastosowan modelowania z uzyciem RRMK. Nowe
podejécie sprawdzono zar6wno na pojedynczych liczbach
rozmytych, jak i w dedykowanym modelu RRMK.
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