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Streszczenie. Prezentowany artykul zawiera rozwigzanie rownania Laplace’a dla ukiadu wspolrzednych sferoidy splaszczonej oraz obliczenia rozkladu
pola magnetycznego wewnqtrz sferoidy splaszczonej umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym. Modelowana sferoida ma paramagnetyczne
wlasciwosci magnetyczne. Umieszczenie sferoidy sptaszczonej o takich wtasciwosciach powoduje znieksztalcenie rozktadu pola magnetycznego, najwigksze
odksztatcenia sq na granicach osrodkow. Wielkos¢ tych zmian zalezy od utozenia modelowanej sferoidy wzgledem polaryzacji pola.

Stowa kluczowe: pole magnetyczne, rownanie Laplace’a

MODELING AND ANALYSIS OF MAGNETIC FIELD
FOR UNTYPICAL COORDINATE SYSTEMS

Abstract. The paper presents solution of the Laplace equation for the oblate spheroid coordinate system and calculation of the magnetic field distribution
inside the oblate spheroid placed in a uniform magnetic field. Modeled spheroid is paramagnetic. The oblate spheroid with such properties deformation
the magnetic field distribution, the biggest deformation on borders of resorts. The magnitude of these changes depends on the pose spheroids modeled the

polarization field.
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Dla okreslenia zjawisk zachodzacych w paramagnetykach
umieszczonych w polu magnetycznym konieczne jest w pierwszej
kolejnosci wyznaczenie pola magnetycznego wewnatrz oraz
wokol badanych obiektow. Jedna z mozliwych metod jest
otoczenie badanego obiektu powierzchniami drugiego stopnia
[6,10]. Zastosowanie geometrii sferycznych pozwala objac
wigkszo$¢ mozliwych ksztaltow. Jest to glowny powdd szerokiego
wykorzystania tych geometrii. Szczegdlnym przypadkiem sferoidy
jest sferoida splaszczona, stosuje si¢ ja do przyblizenia wielu
réznych ksztaltow min. czasteczek, ziarniakow roélin, ciata
cztowieka i zwierzat a nawet todzi podwodnych [1, 2, 3, 11, 14].

1. Wspolrzedne sferoidy splaszczonej

Uktad wspotrzednych sferoidy splaszczonej tworzy si¢ przez
przyjecie ortogonalnej rodziny wspotogniskowych elips i hiperbol
i obr6t dokota mniejszych osi elips. Otrzymane powierzchnie
wspolrzednych sa splaszczonymi sferoidami, poétptaszczyznami
i hiperboloidami jednopowtokowymi [7].
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Rys. 1. Wspolrzedne sferoidy splaszczonej

Wspolrzedne sferoidy sptaszczonej (n, 6, ) zwiazane s3 ze
wspolrzednymi prostokatnymi nastepujacymi zaleznosciami:
x = a coshn sinf cosy
y = a coshn sin@ siny 0))
z = a sinhn cosé@
Powierzchnie 5 = const. sg sferoidami sptaszczonymi
xZ yZ ZZ
i tas @
gdzie: b = a coshy, ¢ = a sinhy, a — ogniskowa rodziny sferoid.

Parametr # zmienia si¢ w przedziale od 0 do . Jezeli n = 0
sferoida przyjmuje ksztatt odcinka o dlugosci 2a, lezacego na osi
OZ. Dla n — oo sferoida staje si¢ kulg o nieskonczenie duzym
promieniu.

Zmienna 6 przyjmuje warto$ci w zakresie od 0 do =z, przy
czym warto$¢ 0 zwigzana jest z dodatnim kierunkiem osi z,
w szczegélnym przypadku 6 = n/2, hiperboloida przechodzi
w plaszczyzne xy z kolowym otworem o promieniu a.

Natomiast zmienna y przyjmuje wartosci w zakresie od 0 do
27, jest to kat mierzony wokot osi z. Powierzchnie o statych
warto$ciach y sg potplaszczyznami przechodzacymi przez oS z.

Przez analogi¢ dla wspoétrzednej @ mozna uzywac okreslenia
,.dlugos¢ geograficzna” a dla y ,,szeroko$¢ geograficzna” [7, 8].

2. Réwnanie Laplace’a

Dla wyznaczenia rozktadu pola magnetycznego wewnatrz i w
otoczeniu rozwazanego modelu ziarniaka uzyto rdwnania
Laplace’a w uktadzie sferoidy sptaszczonej. Metoda analityczng
rozwigzania rownania Laplace’a zastosowana w obliczeniach jest
metoda rozdzielenia zmiennych. Metod¢ rozdzielenia zmiennych
mozna uzy¢ tylko wtedy, kiedy granice $rodowisk sa
powierzchniami wspolrzgdnych. Wobec tego przyjmuje si¢
naturalne zalozenie, ze w sferoidalnym modelu powierzchnie
rozgraniczajace srodowiska sa opisane rOwnaniami # = const.

We wspotrzednych sferoidy sptaszczonej rownanie Laplace’a
ma postac [7]:
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W przypadku, jezeli V, jest funkcja wszystkich trzech zmiennych
przestrzennych (n, 6, ¥,), szczegblnym rozwigzaniem réwnania
Laplace’a sa rOwnania:

Vi = qu @ sinhn)qu (cosB)singyp

Vi = Qg @ sinhn)Qg (cosB)cosqy 7
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Jezeli potencjat V,, zalezy tylko od wspotrzednej 7, réwnanie
Laplace’a upraszcza si¢ do wyrazenia:
Vi 4 oy P — g ®)
dn? ghn dn
W przypadku istnienia symetrii osiowej, potencjat jest tylko
funkcja wspotrzednej 7, rdwnanie Laplace’a przyjmuje zatem
postac (8), a jego rozwigzaniem ogdlnym sa roOwnania [7,8]:
Vi = A + B arctg(sinhn) )

lub
Vi = C + D arcctg(sinhy) (10)
w ktorych 4, B, C, D — state catkowania.

3. Natezenie pola magnetycznego wewnatrz
sferoidy splaszczonej umieszczonej
w jednorodnym polu magnetycznym

W celu wyznaczenia rozkladu pola magnetycznego wewnatrz
sferoidy sptaszczonej, zakladajac symetri¢ osiowa, nalezy przyjac¢
nastepujace warunki brzegowe [4, 5,9, 12, 13, 15]:

n=m — Vn=0,
n—o — V, = Hyz= H,asinhn cosf
Rozwiazanie rownania Laplace’a w analizowanym przypadku ma

postac:
_ __ sinhn, [ sinhn arcctg(sinhn)—-1 ]
Vin(n) = Ho {1 sinhn Lsinhn, arcctg(sinhny)—1 } an

Do wyznaczenia natgzenia pola, korzysta si¢ z zaleznosci:
ay av,
H=-——2+L-—2=2 12
Vg1 dn (12)
Ostatecznie otrzymuje si¢:
H=Hoa,[1+

sinhn, arcctg(sinhno)—tghznol (13)
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Rysunek 2 przedstawia rozklad nat¢zenia pola magnetycznego
wewnatrz oraz wokot sferoidy sptaszczonej o wiasciwosciach

paramagnetycznych, umieszczonej w  jednorodnym polu
magnetycznym.
a) b
1 l:n
‘n‘
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Rys. 2. Rozklady nategzenia pola magnetycznego dla sferoidy splaszczonej
umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym spolaryzowanym wzdiuz krotszej
osi sferoidy dla : a) plaszczyzny z = 0,  b) plaszczyzny x = 0.

Rozklady natezenia pola magnetycznego dla sferoidy splaszczonej umieszczonej
w jednorodnym polu magnetycznym spolaryzowanym wzdiuz dluzszej osi sferoidy
dla c) plaszczyzny z = 0, d) plaszczyznyy = 0
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4. Whioski

Sferoida sptaszczona o wiasciwosciach paramagnetycznych,
umieszczona w jednorodnym polu, powoduje znieksztalcenie tego
pola. Rozpatrujac przypadek pola magnetycznego
spolaryzowanego wzdltuz jednej z krotszych osi mozna zauwazyc,
ze najwicksze znieksztalcenia sg na granicy o$rodkow gdzie linie
pola wnikaja w sferoid¢ pod wigkszym katem. Dla ptaszczyzny z
= 0 pole magnetyczne wewnatrz sferoidy nieznacznie ro$nie
zblizajac si¢ do jej $rodka, wzgledem krawedzi sferoidy.
Natomiast dla powierzchni x = 0 natgzenie pola nieznacznie
maleje zblizajac si¢ do $rodka sferoidy wzglgdem jej krawedzi.

Analizujac drugi przypadek, w ktorym pole magnetyczne jest
spolaryzowane  wzdluz  dluzszej osi  sferoidy, mozna
zaobserwowaé, ze znieksztalcenia pola magnetycznego sa
najwigksze na granicy osrodkow gdzie linie pola wnikaja do
wnetrza sferoidy pod wigkszym katem. Dla ptaszczyzny z = 0,
natgzenie pola magnetycznego, zblizajac si¢ do srodka sferoidy
nieznacznie maleje w stosunku do krawedzi sferoidy. Dla
plaszczyzny y = 0 jest przeciwnie tzn. blizej §rodka sferoidy pole
ro$nie wzgledem krawedzi. Na zewnatrz sferoidy przy najwicksze;j
krzywiznie powstaje szybki wzrost pola, ktory nastepnie maleje
do wartosci pola zewnetrznego.

Wewnatrz namagnesowanej sferoidy splaszczonej natgzenie
pola magnetycznego ma stala warto§¢ w calej przestrzeni. Na
zewnatrz sferoidy na granicy osrodkow, natezenie pola
nieznacznie rosnie i nastgpnie szybko maleje. Wzrost nat¢zenia
jest tym wigkszy im wigksza jest krzywizna sferoidy.
Znieksztalcenie pola jest wicksze dla sferoidy namagnesowanej
wzdhiz dtuzszej osi.
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