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ROZSZERZONY FILTR KALMANA JAKO ESTYMATOR STANU
W UKLADZIE WAHADLA ODWROCONEGO Z NAPEDEM INERCYJNYM

Jarostaw Goslinski, Adam Owczarkowski
Politechnika Poznanska, Wydziat Elektryczny, Instytut Automatyki i Inzynierii Informatycznej

Streszczenie. W pracy przedstawione jest wyprowadzenie pelnego obserwatora wektora stanu dla wahadla odwroconego z napedem inercyjny. Wahadto
odwrocone z napedem inercyjnym stanowi mechanizm nieliniowy ktory posiada wigcej stopni swobody niz wymuszen. W celu poprawnego sterownia
postuluje si¢ o znajomos¢ wszystkich zmiennych stanu. W pracy przedstawiony zostat model wahadla. Nastepnie autorzy dokonali dyskretyzacji modelu
oraz zapisu modelu do postaci macierzowej, ostatecznie przedstawiony zostat obserwator bazujgcy na wyprowadzonym modelu oraz wyniki jego dziatania.

Stowa kluczowe: Rozszerzony Filtr Kalmana, Wahadlo odwrocone z napgdem inercyjnym.

EXTENDED KALMAN FILTER AS A FULL STATE OBSERVER IN APPLICATION
OF THE INERTIA WHEEL PENDULUM

Abstract. This paper presents derivation of the full state observer for an inverted, inertia wheel pendulum (IWP). This is a non-linear, underactuated
mechanical system and therefore it has more degrees of freedom than control variables. In order to control this mechanical system properly, knowledge
of all state variables is needed. In this paper, authors presented IWP’s model, which was later written in matrix form. Finally, based on the model, full
state observer was derived. In the end its results were shown.

Keywords: Inertia wheel pendulum, Extended Kalman Filter.
Wstep

Odwrécone wahadto z napgdem inercyjny, to urzadzenie
mechaniczne, ktore pierwszy raz zostato opisane w [3]. Od tego
czasu powstalo wiele prac, ktorych celem bylo okreslenie
prawidlowego sterowania dla takiego uktadu mechanicznego.
Tego typu urzadzenie mechaniczne jest szczegblne w swoim
rodzaju — pozwala ono na utrzymywanie rownowagi w pojazdach
dwukotowych. Tym samym moze stuzy¢ jako modut
stabilizacyjny w elektrycznych urzadzeniach transportowych.
Wahadlo z napgdem inercyjnym jest jednym z wielu typow
wahadet odwroconych, natomiast jego budowa zostala opisana
w rozdziale pt.: ,,Wprowadzenie do modelu matematycznego”.
W kolejnym rozdziale, opisany zostal model matematyczny
rozpatrywanego wahadta. Wahadlo to posiada jedno sterowanie
(prad silnika) oraz grup¢ wyj$¢ — zmiennych stanu, z ktérych
czes¢ jest estymowana przy uzyciu klasycznego filtru Kalmana
(fuzja sensor6w), a pozostala czg¢§¢ jest mierzona przy uzyciu
sensoréw (enkoder, zyroskop oraz akcelerometr). W zwiazku
z problemem zaklocen oraz z potrzeba posiadania wszystkich
zmiennych stanu mozliwie zblizonych do warto$¢ rzeczywistych,
wprowadzony zostal estymator stanu, opisany w rozdziale Rys. 1. Konstrukcja wahadla
trzecim. Wyniki dzialania estymatora oraz ich poréwnanie —

z pomiarami zostaly przedstawione w rozdziale czwartym.
W ostatnim  punkcie  autorzy = dokonali  podsumowania
i wyciagnigcia wnioskow z przeprowadzonych prac.

1. Wprowadzenie do modelu matematycznego

Przechodzac do modelu matematycznego wymagana jest
wiedza o budowie omawianego wahadla. Wahadlo skfada
si¢ ze sztywnej konstrukcji na ktérej zamontowany jest silnik pradu
stalego, wyposazony w koto zamachowe. Cala konstrukcja jest
polaczona z podlozem za pomoca dwoch kot Dzigki temu
odebrany jest jeden stopien swobody natomiast mozliwy jest ruch
na boki oraz do przodu i tylu. Konstrukcja omawianego wahadfa
zostata pokazana na rysunku 1, natomiast na rysunku 2 pokazano
jeden z thumikow hydraulicznych (czerwona ramka), ktorych
zastosowanie pozwolilo wyeliminowa¢ niepozadany efekt
przewrotu wahadta.

Celem ukladu sterujacego wahadla jest utrzymanie kata
zerowego (liczac od pionu) w osi Y (0$ oznaczona na rysunku 1).
Jest to mozliwe poprzez rozpedzanie oraz hamowanie kota
zamachowego. Szczeg(')iy dzialania wahadta zostaly Opisane w[1]. Rys. 2. Konstrukcja wahadta wraz z oznaczonym tlumikiem hydraulicznym
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Wahadlo poza unikatowym rozwigzaniem konstrukcyjnym,
posiada uktad sterownika opartego o mikroprocesor ADUC7026
firmy Analog Devices ktorego wykorzystanie umozliwito
realizacje komunikacji wskazanej na rysunku 3.
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Rys. 3. Kontroler komunikacyjny wraz z systemem sensorycznym oraz ukladem
wykonawczym wahadla.

Obok procesora, bardzo wazny jest uklad sensoryczny.
Na potrzeby niniejszej pracy wykorzystano precyzyjny czujnik
inercyjny skladajacy si¢ z trzech akcelerometrow i trzech
symbolem ADIS16355

zyroskopow oznaczony
na rysunku 4.

i pokazany

Rys. 4. Precyzyjny czujnik inercyjny ADIS16355

2. Model matematyczny

Model matematyczny omawianego wahadla mozna
przedstawi¢ za pomoca réwnan stanu. Jest to jednak wygodne
tylko wtedy, gdy model nie posiada wyrazen nieliniowych.
W omawianym przypadku wystgpuje nieliniowo$¢ w postaci
funkcji trygonometrycznej. Zatem w pierwszej czgsci model
zostanie przedstawiony za pomoca roéwnan:

Id megly sin(a) by

a= ) (1)
In+1g I+ Ir+1g
v ki-bgpd
¢ = — 2
k

gdzie:

a — to kat odchylenia wahadta od pionu (w osi Y),
I, — moment bezwtadnosci kota zamachowego,

I, — moment bezwladnosci catkowity wahadta,

¢ — predkos¢ katowa kota zamachowego,

m, — masa catkowita wahadta,

g — przyspieszenie grawitacyjne,

l,, — wysoko$¢ na ktorej zawieszony jest Srodek masy wahadta,
b, — wspotczynnik tarcia w osi wahadta,

k — wzmocnieni pradowe silnika,

i — prad twornika silnika,

by — wspolczynnik tarcia w silniku.
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Model (1), (2) nie moze bezposrednio postuzy¢ do kolejnych
rozwazan. Podczas dalszych prac postugiwa¢ bedziemy
si¢ dyskretnym filtrem oraz estymatorem, tym samym model (1),
(2) (nieliniowy oraz ciagly) musi zosta¢ poddany dyskretyzacji.
Na tym etapie linearyzacja zostanie pominig¢ta, natomiast
kolejnym  krokiem jest przeprowadzenie  dyskretyzacji
powyzszego modelu. Zakladajac zastosowanie uproszczonej
metody dyskretyzacji mozna uzyska¢ dyskretne macierze rownan
stanu modelu (1), (2):

Tp 0 ]
mcgly sin(a) _ _bg —b¢T |
A, = Lo+l p L+l P o+ Pl (3)
by J
l 0 0 1 T T,
[0
By = | 7 4)
k
[ ;TP J
1 00
ck=[0 1 0], (5)
0 0 1
0
Dy = 0], (6)
0

gdzie: T}, - to okres probkowania.
Model oparty o tak zdefiniowane macierze jest stuszny przy
zalozeniu, ze rownania stanu posiadaja nastgpujaca konstrukcje:

Xp+1 = ArXp + Brug, @)

Vi = CrXy + Druy, (®)
(gdzie: uy - to sygnal wejsciowy modelu tj. prad silnika, a y;
to wektor wyjscia, ktorego sktad jest tozsamy z wektorem stanu)
oraz, ze wektor stanu sktada si¢ z nastepujacych zmiennych:
a

X = ¢, )

gdzie: kat a odnosi si¢ do odchylenia wahadta od pionu, predkosé
katowa a okreéla czesto§¢ zmian kata a, natomiast ¢ okresla
predkosc¢ katowa kota zamachowego.

Pierwsze dwie wielkosci wektora stanu  mierzone
s za pomocg akcelerometru i zyroskopu, a nastgpnie estymowane
przy uzyciu filtru Kalmana uzytego w formie fuzji sensorowe;.
Trzecia wielko$¢ wektora stanu mierzona jest bezposrednio przy
uzyciu enkodera inkrementalnego.

3. Obserwator stanu

Pomimo faktu posiadania dostgpu do catkowitego wektora
stanu (jego wszystkich sktadowych), autorzy zdecydowali
si¢ zastosowaé pelny obserwator stanu, bazujacy na modelu
matematycznym wahadla. Obserwator ten zostal zastosowany
zgodnie z rysunkiem 5, opisujacym catkowity schemat sterowania
wahadta.

Zyraskop
Akcelerometr

!

EKF

Rys. 5. Schemat sterowania wahadla, oznaczenia: FK - fuzja sensorow,
EFK — rozszerzony filtr Kalmana
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Potrzeba  zastosowania tego typu rozwigzania jest
argumentowana silnie zaszumionymi sygnalami zarowno z fuzji
sensorowej jak i z enkodera. Model matematyczny pobudzony
jednakowym sygnatem jakim pobudzany jest obiekt sterowania,
bedzie symulowac trajektori¢ generowang poprzez wahadto.
Trajektorie: symulowana jak i rzeczywista beda tozsame tylko
w przypadku, gdy model matematyczny bedzie wiernie
odzwierciedlat dynamike¢ obiektu sterowania. Wprowadzenie
zatem pelnego obserwatora stanu umozliwia dokonanie
weryfikacji modelu jak i (w przypadku poprawnosci modelu)
dokonanie lepszej estymacji wektora stanu.

Na mocy posiadanego modelu dyskretnego w ujgciu
macierzowym (3), (4), (5), (6), mozna wprowadzi¢ ogbdlng postaé
obserwatora stanu opartego o dwufazowy, rozszerzony filtr
Kalmana (opisany w [2]):

a) faza predykcji:

2 = fi(Ric_1 wi-1) (10)
Of e (Rie—qti—1) _ 0[ArZic_y+Bj Uk—1]
F = . = - (11)
e X=Xp—1 a£|2=2k—1
Py = FePi_1Fy + Qg (12)
b) faza korekcji:
on(2i_ 8[Crfr
Hie = a:e|(A£’i 2 - a:[e|’f£f ! 13)
=E=Zp =E=Zp 1
- — -1
Ky = P{H} (Hy P HE + Ry.) (14)
R = R + Kie(ze — CeZy) (15)
P = (I — KgH )Py (16)

W pierwszej fazie predykowany jest wektor stanu a priori X .
Jest to mozliwe dzigki wyliczeniu wektora stanu z modelu
o postaci nieliniowej oznaczonego jako fj, Nastepnie dokonywana
jest linearyzacja modelu w punkcie trajektorii, na ktorej znajduje
si¢ obiekt sterowania, uzyskujac tym samym macierz Fj .
Ostatecznie, na koniec fazy predykcji obliczana jest macierz
kowariancji Py, (rdwniez a priori).

W drugiej fazie, wektor stanu jest poddawany korekcie.
Korekta ta bazuje na wektorze pomiarowym z; (zlozonym
ze sktadnikow wektora (9)), ktory koresponduje z wektorem stanu.
Jako pierwsza, wyliczana jest macierz wyjscia Hy . Nastepnie,
na podstawie tej macierzy jak i macierzy kowariancji Py,
obliczane jest wzmocnienie Kalmana K . W przedostatnim
punkcie aktualizowany jest wektor stanu, a ostatecznie obliczona
zostaje nowa macierz kowariancji.

Po calym cyklu dzialania obserwatora stanu, wynik
zapisywany jest do wektora X,, dodatkowo zwigkszony zostaje
licznik iteracji — doktadnie tak jak pokazano to na rysunku 6.

Start
r
Faza Predykdji
k=k#1
b
F
Faza Korekciji

Rys. 6.
Kalmana

Algorytm  dzialania obserwatora stanu opartego o rozszerzony filtr
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Warto podkresli¢, ze rozszerzony Filtr Kalmana, dziala
w oparciu o dane zarowno z modelu matematycznego (w fazie
predykcji) jak i z czujnikow pomiarowych i fuzji sensorowej
w fazie korekcji. Jest on zatem odporny na bledy modelowania,
atym samym estymata jest w kazdym punkcie optymalna
dla zdefiniowanych nastaw filtru. Estymator posiada dwa
parametry, ktore mozna modyfikowaé, pierwszy to macierz
wariancji procesu Qp, a drugi to macierz wariancji pomiarow Ry.
W przypadku zwigkszenia pierwszego z dwodch wyzej
wymienionych parametrow, zmniejszone zostanie ,,zaufanie”
na dane generowane w fazie predykcji (oparte o model). Jesli
natomiast zwigkszona zostanie wariancja Rj wowczas spadnie
zaufanie” na wyniki pomiarow.

4. Wyniki dzialania estymatora stanu

Estymator zdefiniowany w poprzednim rozdziale zostat
zaimplementowany w jednostce sterujgcej wahadla. Kolejnym
krokiem bylo wykonanie testéw. Uklad pomiarowy i jednostka
sterujaca zamknigte w jednej obudowie mikroprocesora zostaly
potaczone z komputerem PC, na ktéorym dokonano akwizycji
wszystkich danych, zaréwno wymuszen jak 1 wynikow
z estymatora. Algorytmy fuzji sensorow, rozszerzonego filtru
Kalmana oraz identyfikator parametrow modelu zostaty
zaimplementowane w aplikacji PC, tym samym do minimum
ograniczono liczbe danych przesytanych pomiedzy komputerem
a ukltadem sterujacym. Podczas testow skupiono si¢ gltownie
na porownaniu  wynikow dziatania estymatora przy réznych
warto$ciach macierzy wariancji szumu procesu (macierz Qy)
oraz macierzy wariancji szumu pomiarowego (macierz Ry). Jako
referencje przyjgto sygnat pomiarowy pochodzacy z fuzji

sensorowej jak 1 z enkodera. Dla réwnych nastaw
tj. Qx = Ry = 0,01 wynik przedstawiono na rysunku 7.
Jak  widaé, estymata nie zawiera szumu, ktory

jest stowarzyszony z pomiarami z enkodera. Ciekawym aspektem
jest tez offset, ktory pojawia si¢ w danych z enkodera (po zliczeniu

impulséw), a ktory zostal skutecznie wyeliminowany
przy wykorzystaniu estymatora.
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Rys. 7. Poréwnanie wynikow estymaty obserwatora (kolor zielony) oraz pomiarow
z enkodera (kolor czerwony)
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Rys. 8. Poréwnanie wynikow estymaty obserwatora (kolor zielony) oraz estymaty
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W kolejnym kroku sprawdzono dziatanie estymtora dla kata
a oraz predkosci katowej . Byt to kluczowy test, za pomoca
ktorego mozna bylo sprawdzié, czy estymata uzyskana z filtru
Kalmana dziatajacego w konfiguracji fuzji sensorowej moze by¢
poprawiona poprzez rozszerzony Filtr Kalmana. Dla réwnych
nastaw tj. Qr = Ry = 0,01 uzyskano wyniki przedstawione
na rysunku 8.

Jak wida¢ estymaty nie roznia si¢ od siebie, tym samym nie
mozna wnioskowa¢ o poprawie wyniku podczas stosowania
rozszerzonego estymatora. Na rysunku 9 pokazano wyniki
eksperymentu dla innych nastaw tj. R, = 0,1, Q, = 0,01.
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Rys. 9. Poréwnanie wynikoéw estymaty obserwatora (kolor zielony) oraz estymaty

z fuzji sensoréw (kolor czerwony)

Dla takich nastaw, gdzie faza korekcji jest obarczona
wigkszym bledem (poprzez jawne zdefiniowanie wariancji szumu
procesu), wynik rozszerzonego estymatora posiada ograniczong
amplitude (sygnatl jest ostabiony) oraz jest op6zniony. Dla tych
nastaw rozszerzony estymator nie dziala poprawnie oraz
nie mozna mowi¢ o poprawie wyniku fuzji sensorowe;.

Zdecydowanie lepsze wyniki uzyskano dla predkosci
katowych wahadla. Na rysunku 10 przedstawiono wyniki
dziatania estymatora dla predkosci katowej wahadla. Mozna
stwierdzi¢, ze dzigki wykorzystaniu estymatora, mozliwym stato
si¢ usuniccie offsetu predkosci katowej, ktory nie zostat
wyrugowany na etapie fuzji sensorow.

Po dokonaniu wnikliwej analizy, stwierdzono, ze wynik fuzji
sensorowej moze by¢ poprawiony tylko pod warunkiem
pojawienia si¢ skokowych zaklécen na wejSciu rozszerzonego
filtru Kalmana lub w momencie pojawienia si¢ offsetu w danych

z zyroskopu. Offset ten nie moze by¢é wyeliminowany
w przypadku stosowanie samej fuzji sensoréw, co zostalo
potwierdzone po zastosowaniu rozszerzonego estymatora.
f Data from the sensor fusion
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Rys. 10. Poréwnanie wynikow estymaty obserwatora (kolor czarny) oraz estymaty
z fuzji sensorow (kolor czerwony)
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5. Podsumowanie

W pracy wprowadzono opis modelu matematycznego wahadta
odwréconego, dla ktoérego nastgpnie stworzono obserwator
wektora stanu. Obserwator pozwolil na estymacj¢ wszystkich
zmiennych stanu, tym samym mozliwym stato
si¢ zaimplementowanie sterowania uzaleznionego bezposrednio
od wektora stanu (regulator LQ). Wyniki dziatania rozszerzonego
estymatora wektora stanu mozna podzieli¢ na trzy czeSci.
Pierwsza to wyniki dotyczace bezposrednio kata odchylenia
wahadta od pionu. W tej czgéci nie mozna mowic¢ o zdecydowane;j
poprawie estymaty. Druga czes¢ dotyczy estymacji predkosci
katowe;j. Jak si¢ okazalo, estymator umozliwit pozbycie si¢ offsetu
predkosci, ktora nie zostata usunigta na poziomie fuzji sensorowe;.

Trzecia czg$¢ dotyczy predkosci katowej kota zamachowego.
W przypadku tej wielkosci wyniki estymatora byly zadawalajace,
natomiast jego zastosowanie pomoglto usung¢ zakldcenia
stowarzyszone z sygnatem z enkodera.

Reasumujac stwierdza si¢ poprawe estymacji w stosunku
do fuzji sensor6w oraz pomiardw z enkodera. Uzycie
rozszerzonego filtru Kalmana pozwolito  na zastosowanie
docelowego sterowania oraz na ustabilizowanie wahadta.
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