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Streszczenie. Interpolacja jest jednym z kluczowych elementéw wykorzystywanych w animacji komputerowej. Dobér odpowiedniej metody interpolacji
wplywa na ruch animowanej postaci. Artykul przedstawia wybrane metody interpolacji i porownuje je ze wzgledu na czas wykonywania obliczen
oraz dokladnos¢ uzyskanych wynikéw. Algorytmy, ktére przeanalizowano to: metoda Catmula-Roma, zmodyfikowana metoda Catmulla-Roma
oraz krzywe przejsciowe miedzy parabolami (blended parabolas). Eksperymenty numeryczne przeprowadzono za pomocg programu komputerowego
napisanego w jezyku C++.

Stowa kluczowe: metody interpolacji, Hermitte, krzywe sklejane Catmulla-Roma, krzywe sklejane Blended Parabolas

COMPARISON OF THE SELECTED MOTION INTERPOLATION METHODS

Abstract. Interpolation is one of key aspects of computer animation. The selection of the proper interpolation method influences motion of animated objects.
The paper presents selected interpolation methods and compares them with respect to computation time and accuracy. The three algorithms that were
analyzed are: Catmull-Rom Spline, modified Catmull-Rom Spline and Blended Parabolas method. Numerical experiments were performed using a program

written in C++ language.

Keywords: interpolation methods, Hermitte, Catmull-Rom, Blended Parabolas

Wstep

Animowanie ruchu obiektu polega na zmienianiu wartosci
parametrow, ktore wplywaja na jego potozenie. Ze wzgledu na to,
ze dane ruchu nie s3 dostgpne z wymagana doktadnoscia, jednym
z kluczowych elementow animacji obiektu jest dobor
odpowiedniej metody interpolacji. Interpolacja moze by¢
zastosowana do wyznaczania wartosci wielu parametrow animacji
takich jak: pozycja obiektu, czy jego orientacja (pozycja katowa)
w przestrzeni. Dlatego mozna stwierdzié, Ze interpolacja jest
jednym z fundamentéw animacji komputerowej. Algorytmy
interpolacji pozwalaja na przedstawienie plynnego ruchu
animowanego obiektu w sposob zblizony do naturalnego.

Interpolacja  jest narzedziem, dzigki ktéremu mozna
wyznaczy¢ warto$ci posrednie, pomigdzy danymi nalezacymi
do zbioru zadanych parametréw animacji [5]. Istnieje wiele
réznych algorytmow interpolacji, ktére réznig si¢ zlozonoscia,
czasem dziatania oraz doktadno$cia wynikow [3].

Zastosowanie interpolacji w animacji nie jest latwym
zadaniem [9]. W celu jej uzycia nalezy wykona¢ kolejne etapy
jak: (1) wybor odpowiedniej funkcji interpolacji, (2)
parametryzacje funkcji uwzgledniajac $ciezke ruchu obiektu, oraz
(3) zapewnienie kontroli nad potozeniem obiektu (punktu)
w zaleznosci od czasu (ustalenie zmian prgdkosci — ponowna
parametryzacja funkcji interpolacyjnej w czasie).

Artykut ten przedstawia wybrane algorytmy interpolacji
ruchu, ktoére moga zostaé zastosowane do interpolacji pozycji
punktu w przestrzeni. Ponadto zawiera on analiz¢ wybranych
algorytméw interpolacyjnych przeprowadzona na podstawie
opisanych testow zwigzanych ze zlozono$cia i doktadnoscia
badanych metod.

1. Wybrane metody interpolacji

Istnieje wiele réznych algorytméw, ktére pozwalaja na
interpolacj¢ danych liczbowych [7]. Krzywe stosowane do
budowy funkcji interpolacyjnej moga by¢ rozne. Mozna je
podzieli¢ na [4]: (1) wielomianowe, (2) liniowe, ktére sa
szczegblnym przypadkiem wielomianowych, (3) wymierne oraz
(4) przestgpne. Wybrane algorytmy zostaty przedstawione ponizej.

Interpolacja liniowa

Najprostsza metoda interpolacji jest interpolacja liniowa,
ktoérej rownanie zostato przedstawione wzorem 1. Wyrazenia: 1-u
oraz u sumujg si¢ do jedno$ci. Gwarantuje to, ze otrzymana
krzywa interpolacyjna (w tym przypadku odcinek) zawarta jest w
otoczce wypuktej danych punktow [4, 8].

P(u) = (1-u) PO + uP1 1)

Liniowa interpolacj¢ (wzor 1) mozna przedstawi¢ w bardziej
0g0lnej postaci przy pomocy funkcji mieszajacych (ang. blending
functions) — Fo, F;. Reprezentacja ta zostala przedstawiona
wzorem 2 [4, 8].

P(u) = F0 (u) P0 + F1 (u)Pl (2)

W przypadku tej reprezentacji muszg by¢ spelnione warunki
gwarantujace budowe odcinka: Fo(u)+F,(u) =1 oraz 0<Fy(u) <I.
Ten sam problem moze zosta¢ rozwigzany przy pomocy
réwnania wielomianowego (wzér 3) [4, 8].
Pu)=(P, -P Ju+P 3
(u) =( 1 0) 0 3
Algebraiczna forma tego réwnania zostata przedstawiona we
wzorze 4 [4, 8].
P(u)=a u+a 4
() =au+a @
Dodatkowo, kazde z zaprezentowanych réwnan (od 1 do 4)
mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej. Forma ta zostata
pokazana wzorem 5 [4].

P(u) = [u 1]['11 ﬂ[zﬂ —uTvs (5)

gdzie: U - macierz zawierajaca parametry, M - macierz
zawierajagca ustalone wspotczynniki, B - macierz zawierajaca
informacje geometryczne.

Ze wzgledu na fakt, ze reprezentacja macierzowa jest bardzo
wygodna, a takze tatwa w implementacji, wszystkie kolejne
metody interpolacji w tym rozdziale zostang przedstawione w tej
formie.

Interpolacja Hermite’a

W przeciwienstwie do interpolacji liniowej, algorytm
Hermite’a tworzy krzywa trzeciego stopnia pomig¢dzy dwoma
punktami (przyktadowo P;j, Pi+1). W tej metodzie niezbedne jest
utworzenie wektorow pochodnych parametryzacji (p’i, P’i+1),
ktére majg wplyw na ksztalt tworzonej krzywej — wektory sa
styczne do krzywej w punktach P;, P, [4, 8].

Parametry réwnania macierzowego (ze wzoru 5) zostaly
podane we wzorach od 6-8.

ul =82 ul] (6)
2 -2 1 1

M = -3 3 -2 -1 (7)
0 0 1 0
0 0 0
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i1 (8)

pi +1

Duzym utrudnieniem podczas stosowania tej metody jest
konieczno$¢ wyznaczania wektorow pochodnych parametryzacji
dla kazdego wezta interpolacyjnego (p’i, p’i+1). W przypadku, gdy
algorytm Hermite’a zastosowany jest do wigkszej liczby punktow,
definiowanie  wektorow pochodnych staje si¢ znaczaca
przeszkoda. Istnieja metody interpolacji, w ktorych wektory
te generowane sg automatycznie [4].

Krzywe sklejane Catmulla-Roma

Podobnie, jak w przypadku interpolacji Hermite’a, stosowanie
krzywych sklejanych tworzy tuki trzeciego stopnia pomig¢dzy
kolejnymi parami punktow. Krzywe te mozna rozpatrywac¢ jako
powstate z wielomianowych tukow Hermitte’a. Pochodne
w punktach zlaczenia krzywych sa tatwe do obliczenia,
ze wzgledu na cigglo$¢ pochodnej drugiego rzedu. Zalety tej
metody jest automatyczne wyznaczenie wektoréw pochodnych.
Dla kazdego punktu P;, bedacego punktem taczacym tuki, wektor
jest generowany zgodnie ze wzorem 9 (jest on rowny potowie
réznicy punktu poprzedzajacego oraz wczesniejszego) [4, 8].

1
p; = E(Piﬂ - Pi—l) ©)

Wektor pochodnych dla punktu poczatkowego (Pg)
i koncowego moze by¢ wyznaczany w rézny sposob (np. poprzez
podanie ich przez uzytkownika lub ich automatyczny dobor).
Jedna z metod jego obliczenia przedstawia wzor 10 [4, 8].

o1
Po ZE(Pl_(Pz ~P)-P,) (10)
Przedstawiajac algorytm krzywych sklejanych

Catmulla-Roma w postaci macierzowej, nalezy zastosowac
macierz U identyczna z podang dla metody Hermite’a (wzor 6),
natomiast macierze M oraz B dane sa odpowiednio wzorami 11
oraz 12 [4, 8]:

13 -3 1
12 -5 4 -1 (11)
M=
2l-1 0 1 o
0 2 0 0
o1
P
] 12
a| 12)
i+1
F'i+2

Metoda ta w dalszej cze$ci artykulu bedzie nazywana krotko:
CM1/2.

Najwicksza zaletg tej metody jest jej prostota oraz szybkos$c
obliczen. Glowna niedogodno$¢ stosowania krzywych sklejanych
Catmulla-Roma polega na tym, ze wektor pochodnej punktu P;
laczacego dwie krzywe nie zalezy od polozenia tego punktu
wzgledem punktéw Pj; i Py [4]. Dlatego istnieja inne
konstrukcje wyznaczania wektoroéw pochodnych bazujace na tej
metodzie (np. przyjecie wektora prostopadlego do dwusiecznej
kata miedzy odcinkami) [4].

Zmodyfikowana metoda Catmulla-Roma pozwala
na niezalezne dobranie dtugo$ci wektora pochodnej w punkcie
(Pi), w ktorym si¢ tacza dwa tuki [4, 6]. Wtedy lewy i prawy
wektor pochodnej uku wyznaczany jest zgodnie ze wzorami 13
(pomigdzy punktami P;; oraz P;) i 14 (pomig¢dzy punktami P; oraz
Pin) [4, 8].

' P-P
e
p =r—=oR P )

(13)
i i+1 i—-1
Rl i—1H
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p_ [ivah
p. = (P =P )
i HP _ H i+1 i-1

i+1 i-1

Koszt wyznaczenia wektorow jest troch¢ wigkszy niz tych
otrzymanych przy pomocy wzoréw 9 oraz 10 [4]. Metoda ta
w dalszej czg$ci artykulu bedzie nosita skrocong nazwe CMP.

(14)

Krzywe przej$ciowe miedzy parabolami

Wyznaczanie krzywych przejsciowych pomigdzy parabolami
jest kolejng metoda uzyskiwania krzywych interpolacyjnych dla
punktow, ktore tworza tuki wielomianowe trzeciego stopnia [1, 4].
Dwie cze$ci krzywej - pierwsza i ostatnia sg parabolami. Kazdy
z pozostalych tukéw wyznaczany jest na podstawie czterech
punktéw i stanowi segment trzeciego stopnia otrzymany
z interpolacji dwoch paraboli. Powstaja one w nastepujacy sposob
— parabola R(u) jest okreslona przez trzy kolejne punkty przy
natozeniu ograniczen: R(0)=P;, R(0.5)=Pi.; oraz R(1)=Pi.y,
a parabola S(u) przy analogicznych ograniczeniach dotyczacych
pUnktéW: Pi+1, Pi+2, Pisa. POIledZy punktami Pi+1 oraz P dwie
parabole R(u) oraz S(u) zachodza na siebie. Parabole te
sa interpolowane liniowo, co przedstawia wzor 15 [4, 8].

P(u) = (1—u)R(u) +uS(u) (15)

Macierz M z postaci macierzowej dla tej metody zostata

przedstawiona wzorem 16 [4].

-1 3 -3 1

112 -5 4 -1 (16)
2.1 0 1 o0
0 2 0 0

2. Eksperymenty numeryczne

Ze wzgledu na fakt, ze najczes$ciej w grafice komputerowej
stosowane s3 wielomianowe krzywe trzeciego stopnia, zwane
takze kubicznymi, przedstawione testy dotycza tej grupy funkcji
interpolacyjnych.

Porownywane algorytmy zostaly zaimplementowane przez
autorow przy wykorzystaniu jezyka C++ [2]. Stworzony program
pozwala na interpolacj¢ danych wejsciowych i na generowanie
danych wyjsciowych interpolowanych z dowolna dokladnoscia.
Kolejne metody interpolacyjne zostaly zaimplementowane przy
uzyciu postaci macierzowej. Najwazniejsze operacje, ktore
umozliwity obliczanie interpolowanych danych to dodawanie oraz
mnozenie macierzy (takze wektorow). Metody zostaly
zaimplementowane przy pomocy techniki  przecigzania
operatorow.

Przedstawiona ponizej analiza dotyczy dwoch aspektow inter-
polacji: czasu obliczen wybranych algorytméw oraz doktadnosci
interpolowanych danych.

Probe czasu wykonano na 4800 zestawach danych, natomiast
probe doktadnosci przeprowadzono dla 80 zestawow danych
wejsciowych. Dane generowano losowo. W pierwszym wypadku
maksymalna liczba wegztéow interpolacyjnych wynosita 480, za$
w drugim zostata ustawiona na 481 we wszystkich testach.

Analiza czasu obliczen wybranych algorytméw interpolacji

Jak juz wspomniano, pierwsze z analizowanych zagadnien,
dotyczy szybko$ci wykonywania obliczen dla wybranych metod
interpolacyjnych. Przetestowano opisane wczesniej metody:
krzywych sklejanych Catmulla-Roma (CM1/2), zmodyfikowanej
metody Catmulla-Roma (CMP) oraz krzywych przejSciowych
pomiedzy parabolami (BP). Wykresy przedstawiajace czasy
obliczen dla analizowanych algorytmoéw przedstawiaja rysunki 1
oraz 2.

05§ rzednych reprezentuje liczbe wezlow interpolacji, podczas
gdy o$ odcietych przedstawia czas wykonywania poszczeg6lnych
metod. Kazdy z rysunkow ilustruje wyniki uzyskane dla kroku
interpolacji (AU), odpowiednio: 0,2 dla pierwszego przyktadu
oraz 0,05 dla drugiego.
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Rys. 1. Czas obliczen dla kroku interpolacji rownego 0,2
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Rys. 2. Czas obliczen dla kroku interpolacji rownego 0,05

Z wynikdéw przedstawionych na rysunkach 1 i 2 mozna
wysnu¢ dwa wnioski. Pierwszy zwiazany jest z czasem obliczen,
ktory jest zréznicowany. Zaleznos$¢ ta jest liniowa w stosunku
do liczby wezldéw interpolacji. Dodatkowo, czas potrzebny na
wyznaczenie wektorow pochodnych taczacych dwie krzywe, jest
takze liniowo zalezny od liczby weztéw. Przedstawione wyniki
jednoznacznie wskazuja, ze najszybsza metoda z analizowanych
jest algorytm wyznaczania krzywych sklejanych pomiedzy
parabolami (oznaczona jako BP). Wynika to gtéwnie z faktu,
ze w pozostatych metodach nalezy wyznacza¢ wektory
pochodnych taczacych dwie krzywe.

Analiza dokladno$ci interpolowanych danych wybranych
algorytmoéw

Drugim analizowanym zagadnieniem byta doktadno$¢
interpolowanych danych. Tak jak w przypadku préby
czasu poréwnano nast¢pujace algorytmy: krzywych sklejanych
Catmulla-Roma (CM1/2), zmodyfikowanej metody
Catmulla-Roma (CMP) oraz krzywych przejsciowych pomiedzy
parabolami (BP).

Poczatkowy zbidr danych wejsciowych sktadal si¢ z 481
elementow. Testy, ktore zostaly przeprowadzone i przedstawione
w tym artykule, byly wykonywane na danych wybranych
ze zbioru wejsciowego. Wybierane byly wezly, odpowiednio
co drugi i co czwarty. Dzigki temu sprawdzono jak bardzo mozna
obnizy¢ szczegdlowos¢ danych wejsciowych bez znacznego
pogorszenia wynikow interpolacji. Przyktadowe wyniki pokazano
na rysunkach 3, 4, 5 oraz 6.

Po otrzymaniu interpolowanych punktéw, nalezalo obliczy¢,
jak doktadna okazata si¢ analizowana metoda interpolacyjna.
W tym celu obliczana byta odleglos¢ pomiedzy punkami
wejsciowymi, a odpowiadajacymi im punktami wyjSciowymi.
Roéznica ta byla obliczana w dwoch etapach. Po pierwsze, dla
kazdego punktu interpolowanego wyznaczany byt najblizszy
punkt z danych wejsciowych (wedhug odleglosci osi rzednych).
Nastgpnie wyznaczana byla odlegltos¢ (euklidesowa) tych
punktow. Obliczone odleglosci zsumowano. Otrzymane wyniki
zostaly przedstawione w tabelach 1, 2 oraz 3, dla kolejno
analizowanych algorytmdw interpolacyjnych.

Whioski, ktore nasuwaja si¢ po przeanalizowaniu danych
w tabelach 1-3, sg nastgpujace: (1) dwukrotne zmniejszenie liczby
punktow w zbiorze danych wejsciowych powoduje zauwazalne
zmniejszenie doktadnosci otrzymanych wynikéw, otrzymany btad
nie jest jednak, w wigkszosci przypadkoéw, dwukrotnie wyzszy,
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(2) zmniejszenie kroku interpolacji powoduje poprawe
doktadnosci, jednak czterokrotna zmiana tego kroku nie powoduje
czterokrotnego zmniejszenia bledu, (3) najlepsza metoda
interpolacji okazat si¢ algorytm wyznaczania krzywych sklejanych
pomigdzy parabolami — bledy interpolacji byly najmniejsze,
a ponadto zmiana kroku interpolacji ma niewielki wplyw na jej
doktadnosé.

Rysunki od 3 do 6 zawieraja wyniki dokladnosci uzyskanych
krzywych interpolacyjnych dla wybranych metod wzgledem
punktéow wejsciowych. Na rysunkach zaznaczono punkty
oryginalnego zestawu danych oraz punkty wybrane jako dane
wejsciowe dla algorytmow (co drugi lub co czwarty) ze zbioru
poczatkowego).  Na  podstawie =~ wybranych  punktow
przeprowadzono interpolacj¢ dla dwoch liczb  weziow
interpolacyjnych oraz dla dwoch wartosci parametru AU 0,2 oraz
0,05.

Tabela 1. Obliczona odleglos¢ miedzy punktami wejsciowego i interpolowanych dla
metody krzywych sklejanych Catmulla-Roma (CM1/2)

Liczba punktéw w cm12

zbiorze wejSciowym AU=02 AU=0,05
243 896,1 675,9
123 1421,7 993,6

Tabela 2. Obliczona odleglos¢ miedzy punktami wejsciowego i interpolowanych dla
metody krzywych sklejanych Catmulla-Roma (CMP)

Liczba punktéw w cmP
zbiorze wejsciowym AU=0.2 AU=0,05
243 943,2 714,6
123 1394,1 992,1

Tabela 3. Obliczona odleglos¢ miedzy punktami wejsciowego i interpolowanych dla
metody krzywych sklejanych pomigdzy parabolami (BP)

Liczba punktéw w BP
zbiorze wej$ciowym AU=0.2 AU=0,05
243 182,9 189,4
123 357,3 328,8

Rysunek 3 przedstawia interpolowane krzywe uzyskane
analizowanymi metodami dla zbioru wejsciowego o liczebnoS$ci
243  eclementéw. Dla przejrzystosci przedstawiono tylko
pierwszych 20 elementow. Punkty te zostaty uzyskano ze zbioru
poczatkowego, wybierajac co drugi element. Krok interpolacji
zostal ustalony na 0,2.

0 T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3 —% . dane oryginaine
4 . CcMP

E —_— = BP
\.\&? CM12

M dane wejSciowe

-8

9

Rys. 3. Poréwnanie dokladnosci wybranych metod interpolacji dla pierwszych 20
punktoéw (co drugi ze zbioru poczgtkowego) i AU=0,2

Rysunek 4 przedstawia interpolowane krzywe uzyskane
analizowanymi metodami dla zbioru wejsciowego o liczebnosci
243 elementow. Tutaj rowniez dla przejrzystosci przedstawiono
tylko pierwszych 20 elementéw. Punkty te uzyskano ze zbioru
poczatkowego, wybierajac co drugi element. Krok interpolacji byt
wigkszy i zostal ustalony na 0,05.
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Rys. 4. Poréwnanie dokladnosci wybranych metod interpolacji dla pierwszych 20
punktéw (co drugi ze zbioru poczgtkowego) i AU=0,05

Rysunek 5 przedstawia wynik kolejnej préby - krzywe
uzyskane w wyniku interpolacji dla zbioru wejSciowego
0 liczebnosci 123 elementow. Tak jak poprzednio przedstawiono
tylko pierwszych 20 punktow. Punkty te zostaly uzyskano
ze zbioru poczatkowego, wybierajac co czwarty element. Krok
interpolacji AU zostat ustalony na 0,2.
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Rys. 5. Poréwnanie dokladnosci wybranych metod interpolacji dla 20 punktow
(co czwarty ze zbioru poczqtkowego) | AU=0,2

Rysunek 6 przedstawia interpolowane krzywe uzyskane
analizowanymi metodami dla zbioru wejsciowego o liczebnoS$ci
123 elementow. Punkty te =zostaly uzyskano ze zbioru
poczatkowego, wybierajac co czwarty element. Krok interpolacji
wynosit 0,05.
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Rys. 6. Porownanie doktadnosci wybranych metod interpolacji dla 20 punktow
(co czwarty ze zbioru poczgtkowego) i AU=0,05

Rowniez wyniki przedstawione na rysunkach wskazuja,
ze najlepsza metoda interpolowania krzywych okazata si¢ metoda
krzywych przejsciowych pomigdzy parabolami.
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3. Podsumowanie

W artykule oméwiono wybrane metody interpolacji danych,
ktore moga zosta¢ zaimplementowane w roéznych programach
komputerowych. Moga one zosta¢ zastosowane migdzy innymi
podczas analizy czy wizualizacji danych ruchu, otrzymanych
z systemow akwizycji ruchu (ang. Motion Capture Systems).

W artykule tym skupiono uwagg¢ na trzech algorytmach
interpolacji danych: metodzie krzywych sklejanych Catmulla-
Roma, zmodyfikowanej metodzie Catmulla-Roma oraz metodzie
krzywych przejsciowych pomigdzy parabolami. Przeanalizowano
zarowno szybko$¢ obliczen, a takze dokladno$¢ danych
otrzymanych w wyniku interpolacji. Wykonano eksperymenty
numeryczne dla réznej liczby weztdw interpolacyjnych oraz kroku
interpolacji.

Przeprowadzone testy pozwalaja stwierdzi¢, ze ze wzgledu na
przyjete kryteria, najlepsza metoda okazata si¢ metoda krzywych
przejsciowych pomiedzy parabolami. Jednym z powodow jest
fakt, Zze nie wymaga ona generowania wektorow pochodnych.
Dodatkowg zaletg tego algorytmu jest niewielki wplyw kroku
interpolacyjnego na doktadno$¢ uzyskiwanych wynikow.
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